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Les publications de la Société polonaise de mathématique ont 
paru pour la premiere fois en 1921 sous le titre de „Rozprawy 
Polskiego Towarzystwa matematyeznego" en un volume comprenant 
aussi bien des mémoires de langue polonaise que des mémoires 
rédigés en d'autres langues. Depuis 1922 l'organe de la Société 
porte le titre d'Annales de la Société polonaise de math é- 
matique; les travaux de langue polonaise paraissent dans un 
Supplément, le corps du volume étant réservé aux travaux de 
langues française, anglaise, italienne et allemande. 
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Errata. 


Page ligne au lieu de lire 
1 5 d'en bas intégrale intégrale possédant des dérivées partiel- 
les continues du premier ‘ordre. 


Sur le domaine d'existence des intégrales 
de l'équation р +f(x,y,2)q = g(x,y, 2). 
Par 


J. Perausówna (Kraköw). 


Considérons l'équation 
9 2 VORNE O 
m) ga TJ 65952). 9592) 


et supposons que les fonctions / et g ainsi que leurs dérivées du 
premier ordre par rapport à y et 2 soient continues dans la région В, 
définie pas les relations: 

(2) О< zx < a: y et 2 arbitraires. 


Supposons ensuite que ces dérivées, considérées dans la région 
B, soient bornées en valeur absolue et que l'on ait: 


(3) di = A, etc. 


oü A désigne une constante. Cela posé, envisageons une fonction 
w(y) dont la dérivée est continue et bornée dans l'intervalle 
— оо < y < + оо 

4) WI Z C. 


Nous allons démontrer que l'équation (1) admet une intégrale 
unique y(x, y) qui pour z= 0 se réduit à w(y) et qui est définie 
dans la région 


(5) 0 xz < а = min (a,b) 
où 

T Ni 1 

(6) -— m m 
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La région précédente est la plus large possible au sens pré- 
cisé plus bas (v. Exemple). 

Ce théorème constitue une solution d’un problème posé par 
M. Wazewski!) et il est une généralisation d'un théorème de 
М. Kamke?) Nos hypotheses sont un peu plus générales: nous 
n'exigeons pas que les fonctions / et g soient bornées. 

Lemme. Supposons que les fonctions / et у et leurs dérivées 
du premier ordre par rapport à y et г soient continues dans un 
ensemble ouvert ©. Supposons que la fonction w(y) possède dans 
l'intervalle c < z < d une dérivée continue w'(y) Considérons les 
équations caractéristiques 


dn ` E SE 
(1) dą =/(%Y,2); 7, <9, у, 2) 
(8) (EJ лу ай суа, 


et supposons que l’intégrale de ces équations issue du point 
0)  z—0, y=v, z=ufv), q—w(9)i (< < d) 


existe dans l'intervalle 0 «zz < 8. Représentons cette intégrale par 
les formules: 


(10) x= и, y= J(u, v), 2 == z(u, v) 

q = q(u, v). 
Désignons par E l’ensemble qui est l'image du rectangle 
(11) Oxcwu-g, CZY<A 


obtenue par la transformation z == и, y = J(u, v). 

Dans ces conditions la surface (10) représente (sous forme 
paramétrique) l'unique intégrale de l'équation (1), intégrale qui 
19 pour z = 0 se réduit à w(y) et qui 2° possède dans Æ des déri- 
vées partielles continues du premier ordre. 

Démonstration. Désignons par y(r,y*,2*) z(x,y*.z*) lin- 
tegrale du système (7) issue d'un point r= 0, y = y*, 2 = 2* situé 
dans Q. On a alors dans l'intervalle 0 < x < 8 l'inégalité 

D(y. 2) T 
D(y*2*) ' 
1) Nous laissons de côté le cas facile A = 0 dans lequel a = a. 


2) E. Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig, 1930), 
p. 335, Satz 4. Nous traitons le cas n — 1. 
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et les dérivées partielles figurant dans ce déterminant sont conti- 
nues!) De là il résulte que les fonctions (10) possèdent des dérivées 
partielles du premier ordre continues dans le rectangle (11) et 
qu'il y subsiste l'inégalité 


22 E - 
E + (55) > © 
Par la méthode classique de Cauchy (qui peut être appliquée dans 


nos hypothèses ?)) on obtient l'identité suivante valable dans le rec- 
tangle (11) 


(12) Gees" Ke 
Des deux relations précédentes il résulte que l'on a dans (11) 
97 

25 == 0; 


Les deux premieres équations (10) peuvent donc être résolues par 
rapport à u et о et l'on aura u = x, v = v(x, y) Ou vérifie facile- 
ment que l'équation z = ÿ(x,y)=2(x, v(x, y)) représente l'unique 
surface intégrale dont l'existence est affirmée par notre lemme >). 


Démonstration du théoréme. En vertu du lemme précédent 
il suffira de démontrer les deux propositions suivantes: I. Les ca- 
ractéristiques issues du point (9) (avee c= — оо, d= -++ co) exi- 
stent dans l'intervalle (5). II. L'ensemble E (v. lemme) se confond 
avec la région: O «zz <a. À cet effet il suffira évidemment de 
prouver, pour tout u de l'intervalle OSS u < а, l'existence d’un 
nombre o(u) > O tel que inégalité e 220(и) > 0 soit valable dans 
l'intervalle — oo < v < + oo. 

Ad J. Considérons un x, quelconque (0 <a, < a) et désig- 
nons par k>0 un nombre supérieur aux valeurs que prennent 


1) Kamke l. c. p. 155, Satz 1. 

2) Il suffit de rapprocher le raisonnement de Cauchy (cf. p. e. E. Gour- 
sat. Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier 
ordre, 2-6me éd. Paris 1921, p. 187) au théorème à la page 156 du livre de 
M. Kamke pour voire que la méthode de Cauchy réussit dans notre cas sans qu'on 
suppose l'existence des dérivées du second ordre des fonctions f et w. 

3) Kamke 1. c. p. 330, Satz 1. 

1" 
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les fonctions | / (2, 0,0) |, |g(x,0,0)| dans l'intervalle 0 < zt = u S zo 
Nous aurons d'après (7) et (3) 
| dy | | dz | У ы, 
digi Peg 2409| +121) 
d'où il résulte!) que les intégrales 7 et z existent dans l'intervalle 
О<2= и% х. Les intégrales 7 et existent done dans l'inter- 
valle 0 x x < a. 

Portons ces intégrales dans l'équation (8). Par le point x=—0, 


q = w'(v) il passe une intégrale o de cette équation. Nous avons 
d'aprés (3) 


49 = 
= < A (1 4 11). 
Considérons l'équation auxiliaire 


"t = AU + QF. 

L'intégrale de cette équation issue du point x = 0, Q = С [сЁ (4)] est 
GE AE Az(l С) 

1 — А=(1 +0) 

Cette intégrale existe dans Tintervalle 0OSx<a (elle cesse 


d'exister pour x = b [cf. (6)]). De la il résulte que о existe dans cet 
intervalle et que l'on y a 


(13) |4| s Vie? 
La proposition I est ainsi établie. 
Ad П. On a3) (avec Lm z (12)] 


4 (99\ |. 9f = 12 
5 (5) = |$ 
9 jj (0, v) 


GER ke l, on a d’après (3) et (13) 


Q(z) = 


et comme 


29 -Af 
EL e "e STEE (0 « wu < a; — oo < v < + oo) 


ce qui prouve la proposition II. 


1) Kamke 1. c. p. 151, Hilfsatz 3 et p. 135, Satz 2. 

3) La démonstration est tout à fait analogue à celle du Hilfsutz 2, p. 93, 
loc. cit. On s'appuiera aussi, comme précédemment, sur le Satz 2, p. 135 ibid, 

3) Kamke, 1. c. p. 155, Satz 1. 


Exemple. Considérons l'équation 


дг дг 
Vo on MR) 


et posons w(y) == Cy. Les hypothèses de notre théorème sont véri- 
fées. L'intégrale de cette équation qui pour x = 0 se réduit à w est 
бы AES = 
4959) = у 4ü + OR 
et elle cesse d'exister pour x — (сї. (6). On ne peut done pas 


remplacer, dans notre théorème, l'intervalle (5) par un intervalle 
plus large. 


Sur le domaine d’existence des in- 
tégrales de l’équation aux dérivées 
partielles du premier ordre linéaire. 
Par 
T. Wazewski (Kraków). 


Nous donnons, dans le présent travail, une appréciation [cf. (6) 
plus bas] du domaine de l'existence des intégrales de l'équa- 
tion (1). — M. E. Kam ke a donné une appréciation de ce do- 
maine dans des conditions analogues!) Notre appréciation, obtenue 
par une autre méthode, est exacte, c.-à-d. notre domaine ne peut 
pas être remplacé par un domaine plus large comme le montre 
l'exemple à la fin du travail (cf. Remarque). 

Théoréme. Considérons l'équation 


(1) "Yen T Уле UTE 


ou tout court Bond 


"rte (a, Vi sui) 


(2) P+ Ihn: 
vA 


n étant suppérieur à l'unité 2). 
Supposons que les fonctions 


2 , 
Lë (v,u=1,...,n+41) 
a 


1) Е Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, Leipzig 1930 
(cité dans la suite sous l'abbréviation D. r. F.) p. 335, Satz 4. M. Kamke sup- 
pose en plus que les fonctions /, [dans l'équation (1)] soient bornées. 

3) Le cas n= 1 а été traité antérieurement par Mie J. Perausówna. 


soient définies et continues dans la couche 
3 |а| <a<+oo, -o<y<+to w=1,...,n+1) 


et que l’on ait dans cette couche les inégalités 
BA P. 

(4) — | À (v,u—=1,...,n +1). 
| © Vu 


Soit en plus о (5,,...,y,) une fonction possédant pour toutes 
les valeurs des variables (gy,,...,y,) des dérivées partielles conti- 
nues du premier ordre satisfaisant aux inégalités 


до | 
D == ASSEL, Den 
ой A et С désignent deux nombres fixes. 
Ceci étant l'équation (1) admet une intégrale unique !) y,,, = 
= y (£, уу,..., Yn) qui 1°) est définie dans la couche 


pl < а = minimum (а, та aci) 


iGo < yy <F oo 
qui 2°) possède dans cette couche des dérivées partielles continues 
du premier ordre et qui 3°) satisfait en tout point (y,,...,7,) 
à l'égalité 
(7) x (0, у1,..., Ул) = 0 (Yis -- -s Ул). 
Démonstration. Nous nous appuierons sur les deux théore- 


mes suivants que nous citons pour plus de clarté. 
I. Conséquence d'un théorème de M. Hadamard?). Soit 


(6) 


y, — Po (Nii s Na) (» —1,..., n) 


une transformation dont les fonctions composantes ф„ possèdent 
dans l'espace des points (7,,..., Na) tout entier des dérivées par- 
tielles du premier ordre continues et bornées. Supposons en plus qu'en 
tout point 7;,..., 7, On alt 


PICUBT Pa) 
| Dim... Un) | 


ZB>0 


1) Pour l'unicité cf. D. т. F. p. 330, Satz 1. 
з) J. Hadamard. Sur les transformations ponctuelles, Bull. d. |. Soc. Math. 
de France T. XXXIV, p. 71. 
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ой 8 désigne un nombre fixe. La transformation en question admet 
alors une transformation inverse N, = 0,(4,,.... Yn) qui est définie 
dans l'espace (y,,..., Yn) tout entier et possède partout des dérivées 
partielles continues du premier ordre. 

II. Modification d'un théorème de M. Kamke!). Considérons 
deux systemes d'équations différentielles 


dy 


(8) Ja = ha RABA Е (B= 14 hu) 
dy; 
(9) i. = Bue, nsus 9), @=1,...n) 


et supposons que 10) les fonctions h, soient continues dans la couche 


(10) e|Kpy—o<y<+o,  (W=l,...,n) 
2°) les fonctions H; soient définies et continues dans l'ensemble 
(11) OILY (ZY, < +4 оо, (9*— 12.) 


3°) la fonction Н, (i = 1,..., п) soit croissante au sens large par 
rapport à chacune des variables y,..., Уу, Ma, Yn, C.-à-d. que 
l'on ait pour toute la couple des points de l'ensemble (11) l'inégalité 


Н, (x, yi, Ya 95 Vai Ул) 2 Bio yes Vias Уу, Vias Ул) 
lorsque 2 > Yi, Fi) 
4°) on ait en tout point de la couche (10) 
Bm уу,...› Mell S ATEN [Yil A) 
5°) entre les coordonnées des points 
(12) 7 U 
(13) KAN SEN 
subsistent les inégalités 
|y," | « Ye, (v — 1,..., n) 
1) E. Kamke. Zur Theorie der Systeme gewöhnlicher Differentialgleichun- 


gen II, Acta Mathematica T. 68, p. 82, Satz 9. La présente modification se rattache 
facilement à ce théoreme. 
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6°) le système (9) admette une intégrale unique Y,(x),..., Y, (a) 
passant par le point (13) et cette intégrale existe dans l'intervalle 
0 x x < у. 

Ceci étant, chaque intégrale y,(x),..., Y (x) du système (8) 
passant par le point (12) se laisse prolonger de façon à exister dans 
l'intervalle — y < z < y et on a dans cet intervalle 


|y, (X) s У„(|т|), W=1,..,n;i —y <x <y). 


III. Les équatións des caractéristiques de l'équation (1) sont 
formées par la réunion des systémes suivants (14) et (15) 


d 

(14) PETERE PET 
Systeme (S). 3 

(15) = h(E, gus Yapas o 4a): (250 ЕЕЕ) 


Of. 


IV. Les fonctions x sont. par hypothèse, continues (sans 
ey, 
plus) Elles ne satisfont donc pas, en général, à la condition de 


Lipschitz. Il en est de méme des fonctions /,, mais malgré cela on 
peut démontrer l'unicité des intégrales du système (S): Nous affir- 
mons que par tout point x = ё, y, = Ny, Qi = xj, ой Ś, 745112: Napi 
appartient à la couche (3) et x,,..., x, sont arbitraires, il passe une 
intégrale unique du système (S). 

En effet, par tout point 5, 7,,..., у, en question il passe une 
intégrale unique du systéme (14) dont les seconds membres satis- 
font a la condition de Lipschitz par rapport à 5,,..., y,,,. Si nous 
portons cette intégrale dans les deuxiémes membres du systéme (15), 
ceux-ci deviendront des polynômes en g,,..., d, dont les coëfficients 
sont continus en x. La condition de Lipschitz par rapport à q,,..., 
9, ве trouvera donc vérifiée, ce qui assure l’unicité des intégrales. 

V. Ceci étant établi, nous avons le droit de désigner l'intégrale 
du système (5) issue du point 


< 
E == (), Pa.) 1241 5 Жу,..», x, 
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par 
(16) Yy = Py (2, Ms -+3 Nati), w=l,... n+ 1) 
(17) qi = Yi (T, EE ERS ETER AJ (= n). 


VI. Nous allons démontrer que les intégrales (16) et (17) existent 
dans l'intervalle 


<a 


l£ 


(cf. (6)) sous la condition que 
(18) de C, — oo < n, < H, (= 1,..., n; v =1,... n + 1). 
Désignons à cet effet par s(x) le plus grand des 2n +2 
nombres 
|, (27, 0,..., ОУ DR z, E e, FO "P" (Ев n). 
La fonction s(x) sera non négative et continue dans Pinter- 


valle |x| < a. 

En appliquant aux différences Zi, y ,..., Улы) —/:(2,0,...,0) 
le théoreme sur les accroissements finis, nous obtiendrons (cf. (4)) 
les inégalités suivantes, valables dans la couche (3) 


n+1 


АБЕУ AA (y — 1,..., n +1) 
An 


ica ie Xii arab (i — 1,..., n). 


АП 
Considérons le système auxiliaire 


n+1 


dy, __ A 

ie А Д» (2—1...) 
dé _ | 

Di =4 Lk A) G—1,..,n). 


L'intégrale de ce système qui prend pour æ—0 les valeurs 
Y, = д = max (|M |,..., al, (PF1,...,n-|- 1) 
q; — С, (i —1,..., n) 
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calcule effectivement et а la forme 


w 
Ф 


y, (£) == Ye) = 904° [ê 4 Ге (0) e- CHA), 
0 


opm (Cd Deme 0—1 
1103) = Q(z) = ai 3) — (тб He 


On vérifie facilement que les intégrales précédentes existent 
dans l'intervalle |x| < с, la fonction 0 (2) cessant d'exister pour 


1 n(C+1) | 
Акту УЛЛЫ et cette valeur intervient (cf. (6)) dans 
la définition de @. 
Il en résulte en raison du théoreme de M. Kamke (cf. IT) 


que la proposition VI est juste et que l'on a, en plus, les inégalités 
(19) lab; ont) LES © (2). (4 2 1a ës) 


valables pour |x| < с sous l'hypothèse (18). 
VII. Les dérivées partielles du premier ordre des fonctions 


Pise. Фа раг rapport à la variable 7, (u= 1,..., n+ 1) existent 
et sont continues dans l'ensemble 1) 
(20) Le Ka,—00 <q, < оо (v=l,...,n+-1). 
Elles satisfont dans l'intervalle |x| < a au système 
4, ҹә 
(21) CH e A IE (7 =1,..., n+ 1) 


= شل‎ u 
p * 
dx а IY; 
е af, -— 
ой l'on a effectué dans dy la substitution (16). 
4 
VIII. Effectuons maintenant, dans les fonctions Фф, et w, les 
substitutions 


до 
ہے‎ = © (1, . aog Na), жу an, 
Nous obtiendrons 
(22) y,— Ф,(т, N Un) = Po (2, Mir- Nns © 00 Та), (0— Lann n 1) 


— до до 
de = w,(z, VIE Na) = Ф, Ty isen An, ©, dny "> Im, - 


1) D. т. F. p. 165, Batz 1. 
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En vertu de l'inégalité (5) et de la proposition VI, les fonctions 
p, et w, sont définies dans l'ensemble 


|x| Ka, — оо < n, -|- oo, (v=1,..., 7%) 


et les fonctions ф„ possèdent dans cet ensemble des dérivées par- 
tielles continues du premier ordre (cf. VII). — Il est immediat 
(cf. УП) que les fonctions 


(23) ee sat, et n- 1; j=l,..., п) 


remplissent les équations (21) 1) dans l'intervalle |x| < а avec 
171,.-., Na quelconques. Notons encore que pour z = 0, on a 


> | 8g, A 29, 
(24) 9, Om... 1.) = zy =0 (05 en) 
(24 bis) 94 (0, VEER Na) nn о (011° ps Nn). 


IX. Nous allons démontrer que les équations (22) donnent une 
représentation paramétrique de la surface intégrale de léquation (1), 
surface remplissant les conditions annoncées dans notre théorème. 

X. Nous démontrerons à cet effet 1°) que les m équations 


y, = Ф, (2, Mic. Mn) (v = 1,..., n) 
considérées pour les points 
(25) |а| <a, — oo < n, < + оо, (p == КЛ) 


peuvent être résolues par rapport aux variables 7,,..., 7, et cela 
quel que soit |x| < a et que 


20 dans la transformation inverse ainsi obtenue 


e СЕ cst) (v = 1,...,n) 


les fonctions 7, possèdent des dérivées partielles continues dans la 
couche (6). 


^ 
© 
1) Dans 7 on effectue maintenant la substitution (22). 
A 
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Or on démontre facilement l'identité 


i PR 89; A 
26 — = у n 1 
(26) Zw" (7 HN 


qui est valable dans l’ensemble (25). 
Chacun des » systèmes de n fonctions 


Ip, 
2 CLOSE REL RESTA 


remplit done (cf. VIII), les équations 


du, _ x (9f. EA ke 
dr E) 10% rp ^ 9y i Ош, 


et cela dans l'intervalle |x| < œ avec 7,,...,7, quelconques. Re- 
marquons que Jet (4), (19), (22)] 


(27) ay, zje > < [1 + Q(x)] 
On obtient donc en vertu de (24) 3) 


(97: 9 f, 
in Län, Wapa 


ICA «J^ 
pu 


ze — [nA[1+-0(2] da: 


(28) I(x, Nine. Mn) == > 


1) En dósignaut le premier membre de cette identité par H (2, v,,..., Va) 
on observe que Н (0,v,,..., 0„\ = 0. On démontre en outre en s'appuyant sur les 


— Ip 
relations (16) et (21) КО aux fonctions w, et = l'identité 
Ni 


dH 0 f, E 
== = H(x (5 ROEE | 
dz 2 © Ynyr E. en 


d’où résulte immédiatement l'identité (26). 

Nous voyons ainsi que la méthode classique de Cauchy (v. p. e. E. Goursat: 
Lecons sur lintégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
Paris 1921, p. 187) peut être appliquée aussi dans nos hypothèses qui ne supposent 
rien sur les dérivées du second ordre. 

2) On doit appliquer au deuxieme membre la substitution (22). 

SED. FT Fp MOD Satz | 
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inégalite valable dans la couche (25). Le second membre de cette 
inégalité ne dépend pas de v,,...,v,. Il est positif et fixe lorsque x 
est considéré comme fixe. 

Considérons d'autre part le systéme auxiliaire 


du, д , Y ee T \ 
75 = A(1 + 00) Уи, (2109047238 J. 
DT 


Les intégrales de ce système qui pour x == 0 prennent la va- 
leur — 1 aont 


u,(z) = U(x) = е J^ A[1-70(0) dz А 


On а done en raison du théorème de M. Kamke (cf. II) et 
d'apres (24) et (27) les inégalités 


39. | 
(29) 3c | < (lel) 
valables dans l’ensemble (25). — En s'appuyant sur les inégalités 


(28) et (29) on déduit du théorème de M. Hadamard (cf. I) une 
partie de la proposition X. On achéve la démonstration de cette 
proposition en s'adressent au théorème classique (de caractère local) 
sur les fonetions implicites (tout en tenant compte de VIII). 

XI. Posons maintenant 


x (x, Viso Ya) == Pat (x, 7 (2, Ye. Yen Mn (*, J- ---. Yn))- 


Cette fonction possede dans la couche (6) des dérivées par- 
tielles continues du premier ordre (cf. X) et elle vérifié l'identité (7) 
(ef. (24 bis)). 

Il reste à prouver que la fonction 4 ainsi obtenue représente 
une intégrale de l'équation (1), intégrale valable dans la couche (6). 

Or ceci peut être démontré par deux voies suivantes dont 
voici la premiere. 

Soit æ°,1,..., y, un point quelconque de la couche (6) et 
posons 4,1 == X (20, y$,..., y2). D’après la construction méme de la 
fonction x, par le point x9, yy,..., Su il passe une intégrale des 
équations (14) qui. considérée pour les |x| < a est située sur la sur- 
face y,4; = X (T, V1,..., Yna) La fonction x possédant en outre des 


19 


dérivées partielles du premier ordre continues dans la couche (6) 
il résulte d'un théorème de M. Kamke !) que x représente, dans 
cette couche, une surface intégrale de l'équation (1). 

Une autre voie düe à Cauchy ?) s'applique aussi dans les hypo- 
thèses de notre théorème. 


Remarque. Gardons les hypothèses de notre théorème. Nous 
verrons que le nombre œ ne peut pas être remplacé par un nombre 
plus grand de façon que notre théorème continue d’être vrai. Ceci 
résulte de l'exemple qui suit. — Considérons l'équation 


n--1 
ge (Dan): (3 Z) -Fan 


(А > 0; le cas А -— 0 est banal) et posons w = C. (у, +...+ y,). 
Les hypothèses de notre théorème sout évidemment vérifiées. 
L'unique surface intégrale y vérifiant la thèse de notre théorème est 
- V(x) 
Yn+1 = (из au а Hal ^ TEn PG) п Р(х) 
ой 
(x) = EH (aim 1) 


n — 


et cette intégrale cesse d'exister lorsque 1 + m V = 0, c.-à-d. pour 
a 1 n (C+ 1) 
m SCR CET, 


1) D. т. F. 330, Satz 1. 
з) Goursat 1. с. 


Sur le premier théorème fondamen- 
tal dans la théorie des déformations 
continues. 

Par 
W. Wilkosz (Cracovie). 


8 1. 


L'ensemble des formules: 
| Yı hënn La) 
| Yn = fat... ©.) 


où l'on suppose les fonctions f; (? = 1, 2,..., n) varier d'une maniere 
continue dans un domaine déterminé (D), représente au point de 
vue mathématique, une déformation finie d'un milieu continu plongé 
dans l’espace à n dimensions. 

Depuis les recherches de MM, F. et E. Cosserat?) on intro- 
duit dans l'étude analytique des déformations continues la forme 
quadratique différentielle: 


(1) 


(2) ds"? = > ay, dx, dx, 
pli Gë 
les coeffitients a, étant donnés par: 
+ ONE д}, 
(3) >. 0x, Am, 


1) Annales de Toulouse 1 ser. v. X. 
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À vrai dire, la forme (2) ne représente pas toujours le carré 
de l'élément linéaire d'une courbe lorsque l'on suppose seulement 
les fonctions /; douées de dérivées partielles du premier ordre exi- 
atant en tout point du domaine (D). Il ne serait pas difficile de 
montrer que la condition nécessaire et suffisante en question devrait 
supposer la différentiabilité (totale) des fonctions /, au sens de 
Stolz-Fréchet. Mais, cette question ne nous occupe pas dans 
ce moment. 

Dans les traités on démontre sous le nom du premier théo- 
réme fondamental de la théorie des déformations continues le théo- 
reme suivant: 

Supposons les coeffitients a, satisfaire les relations: 


| وا‎ | : 
(4) Сат ЕВЕ i, kæ 1, ?,..., п 


et cela identiquement dans le domaine (D). Dans се cas les fonctions 
f, doivent se réduire à des polynomes du 1” degré des variables 


dë 


(ҮГИ) Les dérivées = se réduiront donc à des constantes. 


T, 
Zi 
BEA 
formation (1) représentera donc un mouvement du milieu suivi éven- 
tuellement d'une symétrie. 

Or, les démonstrations habituelles de ce théorème supposent 
en général les fonctions f, douées des dérivées partielles continues 
au moins du prémier ordre (quoique les auteurs ne précisent pas 
leurs hypotheses). Le but du présent travail consiste à démontrer 
ce 1° théorème fondamental en ne supposant que la seule existence 
des dérivées partielles du premier ordre et cela en tous point du 


domaine considéré. 


Leur tableau étant, grâce aux relations (4), orthogonal la dé- 


8 2. 


Il est d'abord clair qu'il suffit d'établir la justesse du notre théo- 
réme dans le voisinage d'un point arbitraire du domaine. En effet, 
les dérivées ótant constantes localement elles le resteront dans le 
domaine tout entier. 

Ensuite, la démonstration que je me propose de fournir sera 
telle que, à des difficultés seules d'écriture prés, il suffit de la don- 
ner dans le cas du plan. 

Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XII. 2 
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Préeisons done encore une fois nos hypothèses : 
Nous allons envisager la déformation donnée par: 


u = f(x, y) 
a | v = g(x, y) 
e$ nous supposons: 
1° les fonctions f et g détérminées dans un domaine (ensemble 
ouvert connexe) (D); 
29 doueés des dérivées partielles: 


du du dv dv 
Oz! Әу’ As ду 


finies en tout point du domaine; 
39 les relations: 


du dv, Qu dv 
(8) 


Wz ps y — 
a | + (55) = 1 
| E 7 


satisfaites dans le domaine (D). 


8 3. 


1. La premiere et la derniere des relations (8) nous montre 
que les fonctions f et g sont continues par rapport à (x, y) dans le 
domaine. 

2. Les dérivées du 1° ordre supposées existant e» tout point 
du domaine, elles représentent dans ce domaine d'autant fonctions 
de la 1°re classe de Baire. 

П sen suit qu'étant donné un ensemble parfait M contenu 
dans le domaine, les derivées sont pantachiguement continues dans 
l'ensemble M et par rapport à M. Cela veut dire que pour chacune 
d'elles l'ensemble des points oü elle est continue, lorsque on la con- 
sidére seulement aux point de l’ensemble M, constitue un ensemble 
partout-dense dans M. C'est là une propriété bien connue des fonctions 
de la 1®re classe. L'ensemble des points où la dérivée est continue 
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est un ensemble residuel c'est-à-dire complémentaire à un ensemble 
de la première catégorie de Baire. La partie commune d'un nombre 
fini de tels ensembles étant aussi un ensemble résiduel, il s'en suit 
que pour chaque M paríait les quatre dérivées sont simultanément 
continues par rapport à M dans un sous-ensemble partout-dense 
dans M. 

3. Introduisons la notation /{x,y) pour désigner le jacobien: 


ou ди! 
ERO 
oz 3v 20! 
"E əy! 
Les hypotheses (8) nous permettent d’aftirmer que len aura 
1° (т, у) = 1 


en tout point du domaine (D). 

4. Nous aurons besoin d'un lemme qui généralise un peu les 
théorèmes classiques sur l'inversion d'un systeme de fonctions et qui 
aura peut-être son importance indépendente de nos considerations 
particuliéres. 

Voici ce lemme: 

Supposons dans la transformation 


u = f(x, y) 


= v = g(x, y) 


1° les dérivées ! 
97 00 OF Og 
dr ду’ 0x ду 


existantes dans le voisinage d'un point particulier Р, (Z0, Y) et con- 
tinues au point P, lui-même. 

20 le jacobien I(x,y) différent de zéro au point Po. 

Dans ce cas jaffirme que la transformation (a) sera biunivoque 
dans le voisinage du point P. 


Démonstration: Supposons le contraire. On pourrait donc trou- 
ver deux suites de points 
(24, Yu); (Tk, Vx) 
2 3 
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telles que: 


Е D EE OÙ Ur 7. ER «2 Wi 
22 lim z; = lim z; = 7, 


lim y, = lim y, = Ma, 


3° 2 —&<2,< FE, To — ELT, LT + ғ 
yo — € L Yr L Yo FE, Yo — € KW LY tE 
О sk =l, es 
40 les hypothèses du lemme soient satisfaites dans le voisinage 


[20 — €, 2% + e| 
lys — €, Yo FE) 
5° f (x. Ya) = f (Lk, ук) 
J (Zi, у) = 9 (шь, Ук) 
k USER .. 


Écrivons les dernières équations (5) sous la forme: 


0 = [f (2; у) — Far ul + Lf Gs ga) — f Gs 9) 
0 = [g (Z1, V.) — bd yx) + [9 (ce, ya) — 9 (£x, y) 
— 2 


et appliquons le théorème des accroissements finis. Il vient: 


0 = (ж — 24) fe (Ers Ya) + (94 — Ук) Jy (2%, Na) 
0 = (xà — 2x) 9. (ё, у) + (Yh — Va) 5 (2%, M) 
p 2. 
avec Św, Ё, compris entre x, et a; et de méme 7,, 7, entre y, et yı- 
Les différences: x, — z,, y, — y; n'étant pas toutes les deux 
nulles on aurait: 
6.0, fim) | = 0. 
9.(Ё,,У0), gr (2%, M) 
En passant à la limite ауес k, on obtiendrait (grâce à la con- 
tinuité des dérivées au point P,). 


T(z, Yo) = 0 


contrairement à l'hypothèse du lemme. 

5. Passons maintenant à la démonstration du lemme principal 
dans nos considérations. 

Supposons que dans un domaine (Л) contenu dans le domaine (D): 
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19 [а transformation 


(a) | u== f(x, у) 
| v—9(x,y) 
satisfasse aux hypothèses 1° 2° et 3° du théorème fondamental; 
29 qu'elle soit biunivoque; 
3° que le jacobien 7 (2, y) conserve constamment la valeur + 1 
(ou — 1) en tout point du domaine. 
Je dis que dans ce cas la transformation (œ) représente un 
déplucement suivi éventuellement d'une symétrie. 


Démonstration. Remarquons d'abord que. les derivées f,, fy, 
g., 9, étant bornées, la transformation appartient à la classe des 
transformations „a condition de Lipschitz“ considérées par M. Ra d e- 
macher dans son travail!) inseré dans les Math. Annalen t 79. 

Les resultats de son travail nous assurent que: 

(1) les fonctions f(x, y), g(x,y) sont diffćrentiables au sens 
de Stolz-Fréchet presque-partout dans le domaine (4); 

(2) la mesure superficielle de l’ensemble M’ correspondant 
par la transformation (a) à un ensemble mesurable et borné M con- 
tenu dans le domaine (À) sera donnée par la formule: 


mes · M” = | fug y)| dx dy. 
M 


Done dans notre cas 
тез • M = тев • M 


et la transformation (a) ,conserve les mesures“ 3). 

Soit P,(z,, yo) un point particulier du domaine (4). Traçons 
une cironférence C ayant ce point comme centre et de rayon À, con- 
tenue avec son intérieur dans le domaine. Considérons toutes les 
circonférences concentriques avec С et contenues dans (A), ainsi que 
tous leurs rayons. Introduisons des coordonées polaires dans l'inté- 


rieur de C par les formules: 


x = Zo + r сов p 
(0) 
y = у, + r sin Фф 


1) M. Rademacher: Über totale und partielle Differenzierbarkeit, 
2) v. Rademacher travail cité. 
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Considérons les fonctions transformées par (о): 
u = F (r, p) = f (Ta + v соз p, y, + r sin p) 
v = G (r. p) = g (zo F- r cos p, Yo + r sin 9). 
La transformation (0) ayant la propriété de transformer en 


des ensembles de mesure nulle seulement les ensembles de mesure 
nulle et étant régulière, nous en concluons que les fonctions 


F(r, ф). G (r. 9) 
sont presque-partout totalement différentiables dans l'ensemble : 
O<r <R 
dE: Est 
On obtient les courbes transformées par (a) des circonférences 


concentriques avec С et des rayons issus du point P, en faissant 
respectivement r = const. ou ф == const. dans les formules 


| и = Fr, 9) 


e) v = G(r, p) 


On voit donc que: pour presque chaque valeur constante ф, 
et pour presque chaque valeur r, les courbes transformées par (т) 
sont différentiables pour presque chaque valeur de r ou respective- 
ment pour presque chaque valeur de g et que les dérivées 


ar op 26 op 
or’ дф dr’ dp 
s’y calculent par des formules classiques: 


oF 9; of. 
3,252, 008 à o ein p... etc. 
Prenons une telle valeur ф„ ou rę. Considérons p. ex. le 
rapport: 


F(r ab k, Po) m Коз Фо) 
k 


= [5а + (r + k) cos Po, Yo + (r + k) sin Po) — 

: — f(z, 7 сов Po, Y + 7 Sin po)] 
— [F(a + + Boos, yo + (r FF) sin фу) — 
— f (Zo + r eos Po, yo + (r+ k) sin elt 
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+ à lee + v cos pe, vo + (r + being) — 

— f (% +? сов фу, Yo + r sin Pol 
= сов go (о ОВ eos qu, yo + (+ E) sin gy 
+ sin qe files Hr сов фу, Yo + (r + 8 k) sin go) 


Donc: 
Е (т - Е. Po) E Fr, pe) 
1. 


et on voit que les nombres dérivées de Dini de la fonction Fr, y) 
par rapport à r sont bornes. 

Les autres nombres dérivés tant pour la fonction tz, p) que 
pour G(r, p) possèdent la même propriété. 

Les courbes transformées 


u=F(r,9)| vs F(r, po) | 
v=G(r,9)J  v=Gfr,g,) Í 


sont donc rectifiables et absolument continues. 
En calculant leur longueur par la formule de M. Lebesgue 


f VERF бза (VERF оза 
0 0 


(les dérivées ayant presque partout un sens et pouvant étre calculées 
par les formules mentionnées) nous vérifierons sans difficulté que 
les longueurs se conservent, et cela grâce aux relations (8). 

Donc: Dans la transformation en question presque chaque cir- 
conférence considérée et presque chaque rayon issu du point P, con- 
serve sa longueur. 

Considérons une telle circonférence C, de rayon ra, ainsi que 
ses rayons. La transformation (œ) étant biunivoque et continue on а 
grâce au théorème de Jürgens 1) les faits suivants: Le domaine (A) 
se transforme en un autre, (4) — la circonférence C,, en une 
courbe C, de Jordan fermée, l'intérieur de C, en l'intérieur de О, 
le point Pj, en un point déterminé P’ situé à l'intérieur de C,, les 


1) v. p. ex. mon fasc. XLV du Mémorial des Sciences Mathématiques: Les 
propriétés topologiques du plan euclidien, p. 44. 
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rayons Че (,, en des ares simples joignant le point P, aux divers 
points de la courbe C, et se trouvant à l'intérieur de CG. Tragons la 


circonférence С, de centre P, et de rayon rọ dans le plan (u, v). 
Presque tous les rayons de C, étant transformés en des ares 
simples de longueur rj issus du point P,, on voit que la courbe 


continue C, & tous ses points à l'intérieur de la circonférence C, ou 
sur cette circonférence elle-même. 
D'autre part la mesure superficielle de l'intérieur de la courbe C, 


doit étre égale à 
ran 


(la transformation (a) conserve les mesures superficielles) donc égale 
à la surface du cercle C, 
La courbe C, coincide donc éxactement avec la circonférence Co. 


Presque tous ses rayons coïncident avec des rayons de C, — done 
en raison de la continuité, {ous les rayons de la circonférence C, 


se transforment en des raycns de la circonférence C, (= Су). 

Presque toutes les circonférences autour du point C se trans- 
forment de cette manière — donc, en raison de la continuité, toutes 
les circonférences du centre P, le font aussi. Le point P, étant ar- 
bitraire, nous avons enfin grâce à nos hypothèses la proposition 
suivante: Toutes les circonférences tracées dans le domaine (A) se 
transforment avec leurs centres en circonférences de même rayon. 
Tous les segments tracés dans (A) se transforment en des segments 
de méme longeur passant раг (4’). Done les angles et les longeurs 
se conservent dans la transformation (a). D'où on en conclut sans 
aucune difficulté que la transformation représente un déplacement 
suivi éventuellement d'uue symétrie. С. ©). F. D. 

6. Les points de continuité des quatre dérivées 


ef 9f 99 8g 
0x) ду” dr ду 


étant pantachiquement dissemés dans le domaine (/)) nous nous trou- 
vons autour du chacun d'eux dans les conditions du nr? 4 et 5, nous 
avons done autour de lui un voisinage dans lequel la transformation (a) 
représente un déplacement suivi ou non d'une symétrie. [Nous di- 
rons: une isomérie|. 
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Dans un tel voisinage-domaine les fonctions f(x,y) et g(x,y) 
auront la forme: 
/(ж,у) = Az + By + L 
ф(«,у) = Cz + Dy + M. 


Les constantes А, В, С, D coïncident avec des valeurs con- 
stantes des respectives dérivées: 


9f 2/ 9g 2 
Qu d ду! дт, mons 
on aura: 


Il-y-a done dans le domaine (D) des domaines partiels pan- 
tachiquement disposés où la transformation (¢) représente une isomérie. 

Lorsque deux domaines de ce genre. 4, et A, se recouvrent 
partiellement, on a dans leur réunion Л, + A, les mêmes valeurs 
des constantes А, В. О, D, L. M. 

En réunissant tous les domaines pareils en un domaine unique, 
on arrive à former les domaines partiels saturés connexes avec leurs 
valeurs respectives des constantes. 

Ila seront en nombre fini ou ils constitueront une infinité dé- 
nombrable de domaines: 

ARA, SR. vi 


Dans chacun d'eux la transformations (a) aura la forme: 


| u = Ax + Biy + Li 
| v= Cie + Diy M, 


Les domaines Л, seront d'ailleurs sans points commuus deux 
à deux. 

Il faut démontrer qu'il n-y-aura qu’un seul domaine de ce genre. 

Pour faciliter la démonstration de ce lemme, prouvons le seu- 
lement pour l'intérieur d'un rectangle R contenu avec sa frontiere 
dans le domaine D; ce sera évidemment suffisant pour nous con- 
vaincre de la vérité du lemme. 

Supposons done que c'est le rectangle R qui se compose des 
domaines: 


A. A. 


saturés. 
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Soit F, la frontière du domaine 4, et F la différence: 
c’est-à-dire la frontière de la somme 
2 Д,. 


On a dans l'intérieur du domaine 4,: 


(w) ! u = f (x, y) = Az + B,y ais L, 
| v=gl(vy) = Сх + Diy + M, 

et grâce à la continuité des fonctions f et g dans le domaine D, 

les formules (w) seront aussi valables sur la frontière P. 

Chacun des ensembles F, est un ensemble fermé — il est 
même parfait. En effet, supposons que Р, soit un point isolé de la 
frontière F,. Autour du point Р, et en ce point lui-même les formules (w) 
seralent valables, done, le point P, étant un point de continuité des 

u ди dn 
dz’ ду' dx 
rieur du domaine Д,. 

Quoique les formules (w) soient valables pour la frontière PF; 
du domaine À, on ne peut pas encore être certain que les valeurs 
des dérivées: 


. # v - - r ° ^ E 
dérivées z— appartiendrait necéssairement à l'inté- 


Qu ди Ov dv 
х dy dx’ ду 
soient données par les constantes A,, B,, C,, D; pour les points de 
cette frontiàre. 
Il en sera ainsi pour une certaine éspèce des points-frontieres 
que nous allons définir à l'instant. 
Définition: Un point Q situé sur la frontiere F, sera appellé 
point-(a) du domaine Л, lorsque le fait suivant se fera remarquer: 
Traçons par le point Q la croix des axes orthogonaux paral- 


làles aux axes Ôx et Oy. La croix aura donc quatre branches dif- 
férentes. Sur deux au moins entre elles et cela pour deux ortogonales 
entre elles, le point Q doit être un point d’accumulation de l'en- 
semble A, -+ 7,. 

Supposons que Q soit un point-(a) du domaine A. Les 


dérivées 
Ou ди dv Qv 


dei dy As ду 
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existent en tout cas au point Q, mais grâce aux propriétés des 
points-(a) elles peuvent étre caleulées en n'utilisant que des valeurs 
de l'ensemble 4, + F; où les formules (c) sont valables. 

C'est ce qui nous donne: 


^ 
2 = A, = == B, — = C, = D, 
ec y dr gu 


pour les valeurs des dérivées au point Q. 

Je vais montrer maintenant que les points-(a) du domaine 4, 
sont distribués pantachiquement sur sa frontière F;,. En effet. soit Ө, 
un point quelconque appartenant à la frontière F, et traçons autour 
de lui une circonférence C si petite que l'on veut. À l'intérieur de 
cette circonférence il у a des points du domaine A,. — Soit P, l'un 


d'eux. Joignons le avec Q, par le segment P,Q, et choisissons un 
carré avec P, comme centre, dont les cótés sont paralléles aux axes 
0x et Oy, contenu avec sa frontière entièrement dans cette circon- 
ference et dans le domaine Д,. 

Faisons-le assez petit pour qu'il reste toujours à l'intérieur 
de la circonférence C, quand on le déplace parallèlement à lui-même 
en faisant décrire à son centre le segment Р, 0,. Pendant ce mou- 
vement, à un certain moment des points de la frontière F, appa- 
raîssent pour la première fois sur sa périphérie. Soit M, un tel point- 
frontière. П est clair que M, sera un point-(a) pour le domaine Д,. 
Les points-(a) se trouvent alors dans tout voisinage de chaque point 
de l'ensemble Z;. 

Supposons maintenant qu'il-y-ait plusieurs domaines 


"n йв 


Dans ce cas. l’ensemble E introduit plus haut ne peut pas 
être constitué par les seuls points de la frontière du rectangle Ё 
mais il y aura des points de l'ensemble Sr à l'intérieur de ce rectangle. 

L'ensemble A" est férmé — il est encore parfait. En effet son 
point isolé serait aussi un point isolé de la frontiére de quelque do- 
maine 4,, ce que nous avons reconnu impossible. 

L'ensemble des points ой les quatre dérivées 


ди du dv dv 

dz’ dy dx’ ду 
sont simultanément continues par rapport à l'ensemble F étant dis- 
sćmć pantachiquement sur F et l'ensemble E étant parfait il-y-aura 
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de tels points à l’intérieur du rectangle R. Soit K, un tel point. 
Les dérivées sont alors continues au point K, par rapport à len- 
semble des valeurs qu'elles possèdent sur l'ensemble F. Or, dans 
tout voisinage du point Ko, s'il y a des points appartenant au do- 
maine À, on trouvera aussi des points de l'ensemble F, et par con- 
séquant les points-(a) du domaine 4,. Donc l'ensemble des valeurs 
que prennent les dérivées sur la partie de l'ensemble F contenue dans 
ce volsinage sera le méme que l'ensemble qu'elles prennent dans ce 
voisinage tout entier. Le point K, sera done un point de continuité 


des derivées 
ou ди Ov dv 


dei dy IL’ ду 


par rapport au domaine (D). Mais, dans ce cas nous nous trouvons 
à l'intérieur d'un certain domaine À, ce qui évidamment n'est pas 
possible. 

La démonstration, un peu longue, du 1% théorème fondamental 
est ainsi finalement achevée. 


Sur la définition du diamètre et de l'écart 
transfini d'un ensemble. 


Par 


F. Leja. 


1. Soit E un ensemble fermé et borné des points du plan. 
M. M. Fekete a introduit!) une constante nonnégative, liée à Æ, 
qu'il a appelé le diamètre transfini de E et désigné par 4(Е). Cette 
constante s'est montrée importante dans des differéntes branches 
d'analyse?) Voici sa définition donnée par M. Fekete: 

Soient 


(1) бо, 61... бл 


les affixes de n -+ 1 points quelconques appartenant à l'ensemble Æ. 
Posons 


b Gas Či TEEF, С.) rant A ES б, 


et désignons par V, la valeur maximum du produit V(o, 6,,...,6,) 
„ n(n 41) ge 
а SECH facteurs lorsque les nombres (1) parcourent arbitrairement 
l'ensemble Æ. On démontre facilement que la suite 
2 

(2) di Va le. 
n'est pas croissante donc elle tend vers une limite car on a d, = 0. 
Cette limite est, par définition, le diametre d(Æ). 

2. Considérons les nombres (1) et désignons par 4,(z) le poly- 
nóme suivant 

!) Math, Z. t. 17, 1923, p. 228—949. 

3) M. S, Mazurkiewicz et Mile Н, Szmuszkowiczówna ont donné 
derniérement une application de cette constante dans la théorie des suites des 
polynómes d'une variable (Bullet. де l'Acad. Polon., série A, 1933, p. 131—136). 
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(3) А) = (2 — t,)...(2— 611 (2 bin... Gel, 
Posons 

(4) ДОО, ee DEA) pó EM. 2 n, 
et désignons par 

22) min Aën, Éi- -- n) 

je plus petit des modules (4) et par 

(6) = E жа Au СОБ 62) 


la valeur maximum de la ра M (5) lorsque les nombres (1) par- 
courent l'ensemble £. 

J'ai démontré ailleurs 3} que la suite 
(7) ô, =|A,. T 1а аы 
tend vers une limite et que cette limite est égale à la limite de 
la suite (2). 

On pourrait donc définir le diamètre transfini d(Æ) d'un en- 
semble plan Æ comme la limite de la suite (7). Cette dernière déf- 
nition met en évidence la liaison entre le diamètre d(£) et les 
suites des polynómes d'une variable 

P,(z) = af? + oni: +... + a? z,, Rees, ag 
Pour s'en rendre compte il suffit d'observer que les polynómes (3) 
paraissent dans la formule bien connue de Lagrange: 


a (i 27.0: Au ү З 


3. Désignons par | 
(8) 45; Aan À, 


une suite de м + 1 points quelconques de l'ensemble E et soit O 
un point fixe du plan appartenant à Æ ou non. Considérons les 


n(n + 3 } 4.4 
aires des TEE triangles que voici 
(9) ё = ОА,А, = 5 ОА, · ОА, - sin 3: AOA, j,k—0,1,...,n 
et posons pour у = 0, 1...., я 
(10) VAG re bee scura led E ma Pra UE ti Pe mot xin: e 


з) Bullet. de Acad. Polon.. serie А, 1933 (wous presse). 


ЗІ 


Lorsque les points Ao: A,,.... A, parccurent arbitrairement 
l'ensemble Æ le plus petit des nroduits (10) atteint son maximum 
qui sera désigné comme il suit 


(11) T, = max {min T,( 45A, ... A,)). 
€) 0 

Posons 

(12) t, — VT, pour AŻ 1, 2,...; 


on dómontre que la suite (12) tend vers une limite 
і, > (Е) 


que jai appelé l'écart éransfini de l’ensemble E par rapport au 
centre O). 

L'écart trausfini joue un rôle important dans la théorie des 
suites des polynômes homogènes de deux variables 


Pala, y) = aj x^ + a, 32 y HP... ay”, п==0,1,... 


4. Dans la note présente je vais donner une nouvelle démon- 
stration de l'existenee des limites des suites (7) et (12) qui defi- 
nissent respectivement le diamètre et l'écart transfini d'un ensemble. 

Pour ce but observons que notre proposition est une consé- 
quence immédiate de deux lemmes que voici: 


I. Les suites (A,) et (T, définies par les formules (6) et (11) 
satisfont, quel que sott n = 1. 2,... et Е < n, aux inégalités 
(13) A ses Ay Ah 
(14) mI NS 

IL Si une suite (a,), où a, >0, satisfait, quel que soit n == 1,2,.. 
et k < n, à l'inégalité 
(15) a, = dr: An» 
la nouvelle suite Var} lend vers une limite déterminée 5). 


5. Démonstration du lemme I. Considérons d'abord la 
suite {7,) et la formule (11) et soit n un indice quelconque mais 


4) С. R. t. 197, 1933, p. 21—22, 
5) Une autre forme de ce lemme se trouve dans le livre de MM. G. Folya 
et G. Szegö: Aufgaben u. Lehrsátze., Berlin, 1925, t. I. p. 17, Aufgabe 98. 
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fixe et plus grand que 1. L'ensemble E étant fermé et borné on peut 
supposer que les points 


(16) Ao, 4,,.. MA 


aient été choisis dans Z de sorte que la formule (11) se réduise 
à la suivante 
(17) T, == min 7(45, A... A) 

(л 


Soit k un indice remplissant la condition 1 = k <n et A,, 
À,,,-.-., A, , une suite de n — k points quelconques choisis dans la 
suite (16). Posons 


(18) V(4,, А„, ж» A, _,) = П Ир 
1Sp<q<n—k 
(19) Т, (A, A, A,_ A, === Lc "A б, 2-1 4 „AE ap?" ЛИЛ 


pour p—1,2,...,n — k, 


et cherchons le plus grand de tous les produits (18) lorsque, » et 
k étant fixes, les points 4,, 4,,..., 4, , parcourent l'ensemble (16). 
Sans nuir à la généralité ou peut supposer que, quels que soient 
les indices j,. ją, --- nm ON ait 


АА A FA aA 


? Jak = 

Il s’en suit, en particulier, que, quel que soit j= 0, 1,..., п et quel 
que soit l = k -+ 1, k+2,...,n,0on a 
(20) VA, Ai. Ar, А... A) Ss H Län, Aja... An): 
Mais, étant d'aprés les formules (18) et (19) 
V(4,, А, ... À, 4 9 Ада ee ә À,) = 

= Т,(А,, A. .. A, A ... A,) е Ү(А, ... A, Aja +... As), 
(Ал, А, sze А,) == T,(As+1, Акы ... А») а V(ALa e e А, }, Ar ... À,), 
il suit de (20) que, quel que soit j==0,1,...,k, et l=k +1. 
k 4-2,...», on a 
En multipliant les deux membres de cette inégalité par t, = t, (l'aire 
du triangle O A4, Aj) on obtient d'après (19) 
== uds css 


(21) Z,(A Ашлы.) S Ti A), OE 9 n 
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Cela posé, considérons les k + 1 points premiers de la suite 
(16) et formons les k + 1 produits que voici: 


Táo Ay... А), ой j = 0, 1,..., k. 
Supposons que l'indice p, où 0 xz p< k, soit tel qu'on ait 
RAA. ANES p T,( Ao, A4... Aal 
donc, d’après la formule (11), on а 
(22) d TARA AE) 
D'autre part, il suit des inégalités (21) qu'on a 
T (Ap, Asın...A,) = n Т, ArT.: Ar) 


donc, d’apres la formule (11), on a 
(23) П E Ee KSE DN 


Obervons maintenant que la formule (17) entraîne l'inégalité 
suivante 


АЛ = T,(4o À, ... А») = T, (As А, ... A,) У T,(4, Ашу. A,) 
d’où il résulte, d'apres (22) et (23), qu'on a 
T, = T, ° к", : 


L'inégalité (14) est done démontrée. Par la méme voie on peut 
prouver linégalité (13), done le lemme I est démontré. 


6. Démonstration du lemme II. Supposons qu'une suite 
{a,} à termes nonnégatifs satisfasse, quel que soit n et k «n, à l'in- 
égalité 


(24) An = а, * @һ—„. 
Posons 
(25) a == lim inf a, < lim sup Va, = 6 


et soit € > О un nombre fixe quelconque; on peut lui faire corres- 
pondre un indice fixe m tel qu'on ait 


(26) Va, <a +e. 

Posons n=g-m-+-r, ой r est un des nombres 0, 1,...m — 1; il 
est clair que, si n — оо, on а д > оо. En vertu des inégalités (24) 
et (26) on a 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XII. 3 
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An == афт» = аот * 8, = (a)? а, < (a -F £) a, 
done 


$ N 
a, = (а + e)smt+r. Va, 
d'où l'on obtient, en faisant tendre n vers l'infini, que 


B=<a<+ke, quel que soit є > 0, 


П en suit d’après (25) que a = f donc la suite (Va, a une limite 
déterminée. 


1. Nous avons supposé que l'ensemble Ё soit plan. Observons 
que cette hypothèse n'est pas nécessaire. La notion du diamètre 
d(E) et celle de l'écart (LEI peut facilement être étendue aux en- 
sembles situés dans un espace à un nombre quelconque de di- 
mensions. 


Problèmes mixtes et problèmes sur des 
variétes closes, relativement aux équations 
linéaires du type elliptique. 


Par 


Georges Giraud. 


Introduction. 


L'objet du présent travail est de trouver, pour une équation 
linéaire du type elliptique, une solution % qui prenne sur une partie 
de la frontière des valeurs données (condition du type de Dirichlet), 
et qui remplisse sur le reste de la frontière une condition du type 
généralisé de Neumann. On suppose que, aux points de la variété 
qui sépare les deux parties de la frontière, ces deux parties forment 
un angle: si l’on mène la droite suivant laquelle est prise la dérivée 
qui figure dans la condition de Neumann, cette droite est tangente 
à la partie sur laquelle on donne une condition de Dirichlet, et les 
sens sont tels que, sans connaître la fonction w, la condition du 
type de Dirichlet permet de calculer cette dérivée, c’est-à-dire que 
l'angle n'est pas rentrant; et l’on suppose que les conditions des 
deux types s'accordent le long de cette variété de séparation. Раг 
exemple, si la fonction u doit être harmonique, on suppose que 
les deux parties de frontière sont orthogonales l'une à l'autre. La 
méthode exposée s'applique aussi au cas où, la frontière n'étant pas 
d'un seul tenant, ces deux parties n'ont pas de variété de sépara- 
tion. Mr Zaremba a déjà traité, pour les fonctions harmoniques dans 
l'espace à trois dimensions, un probléme mixte relatif à d'autres 
hypothèses 1). 


1) S. Zaremba, Sur un probléme mixte relatif à l'équation de Laplace, 
Bull. int. de l'Académie de Cracovie, juillet 1910, p. 313—344. 
3% 
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La méthode qui sera suivie, rend nécessaire de parler d'abord 
des équations du type elliptique dont l’inconnue est une fonction 
d'un point d'une variété close. De telles équations ont été consi- 
dérées par Mr Picard’). 


Chapitre I. 


Problemes relatifs à une varieté elose. 


1. Définitions et hypothèses. Une variété close B à m 
dimensions (m > 0) est, par définition, un ensemble de points de la 
nature suivante: on peut trouver un nombre fini de régions 35, 
$35,,...,29,, situées sur $ et telles que tout point de % soit intérieur 
à au moins une région; et d'autre part chaque point d'une région 
V, quelconque est défini par m coordonnées ou paramètres z!,x?*,..., 
x”, qui peuvent varier dans une region Ji,, bornée et fermée, de 
l'espace euclidien. On complete la définition de 33 en indiquant la 
région de Ji, qui correspond à des points communs à B, et à B, et 
en indiquant la transformation de coordonnées, qui permet, dans 
cette partie commune, de passer d'une représentation à l'autre, et 
cela pour tous les systèmes d'entiers u et v, distincts et au plus 
égaux à m, il peut d'ailleurs se faire que deux régions B, et B, soient 
sans points communs. 

Nous supposons encore que si, dans la région commune à $3, et 
à $5,, on exprime les coordonnées x!,...,x” propres à la région 
©, en fonctions des coordonnées £!,...,í" propres à la région ®,, les 
dérivées de ces fonctions existent et sont continues, et le jacobien 
UCZEPOF el 
HOT) 
qu'il y ait jamais lieu de changer l'ordre des coordonnées. On expri- 
me cette propriété du jacobien en disant que WB est orientable. 

Nous supposons encore que les dérivées secondes de zl... 
х" par rapport à t!,...,2” existent et sont continues, sauf peut-être 
aux points d'une certaine variété M, à m — 1 dimensions, située 
sur $. La partie de M qui est située dans V, (v= 1, 2,..., n), peut 
par hypothèse, être recouverte par un nombre fini de parties telles 
que chaque point de W intérieur à 33, soit intérieur à l’une d'elles 
et sur chacune desquelles les coordonnées x1,..., x”, dans le système 


est positif, et cela quels que soient m et v, et sans 


1) E, Picard, Ann. sc. de l'Ecole normale sup., t. 26, 1909, p. 9—17. 
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propre à ®,, sont des fonctions de m — 1 paramètres, et les déri- 
vées de ces fonctions existent et remplissent des conditions de Höl- 
der avec un exposant donné (О < kx 1) 1), et les m jacobiens ne 
sannulent nulle part simultanément; enfin les régions de variation 
de ces paramètres sont toutes bornóes et fermées; nous n'exeluons 
pas le cas où M aurait des points multiples. Si m = 1, W se compose 
d'un nombre fini de points, mais nous supposerons dorénavant m zz 2. 
Pour un point X quelconque, soit r(X) la distance de l'image de 
ce point à l'image correspondante de M dans celle des régions 3i,, 
R,,... contenant X et où cette distance est le plus petite; si aucune 
région ©, contenant X ne possède de point de WM, on prend r égal 
au plus grand des diamètres de tous les R,. Nous supposons alors 
qu'on a. dans la région commune a ©, et à 35,, 


2° a? 


288p — 0 (r^) (a, B, y = 1, 2,..., m), 


ой О est le symbole de Landau; ceci doit avoir lieu quels que 
solent u et v si la région commune existe. Il résulte de pro- 
positions antérieures que les dérivées des z? par rapport aux 
tf remplissent des conditions de Hólder avec l'exposant k si k est 
inférieur à un ®). 

Enfin nous nous donnons sur $ un tenseur symétrique (ga, в), 
tel que la forme quadratique de différentielles 


Zoo Ir * х 


soit partout définie positive. On regarde (g.g) comme le tenseur 
fondamental qui nous permettra d'appliquer les règles du calcul 
tensoriel de Christoffel; on suppose que les dérivées des gag, dans 
lun queleonque de nos systémes de coordonnées, existent et sont 
continues en tout point non situé sur M, et l'on suppose en outre 
que, en conservant à r 1а méme signification que plus haut, ces 


1) Une fonction g remplit une condition de Holder si, quels que soient 
X et Y,on a 


piX)— фФ(У) = O[L/(X, Y) (£>0), 


ой О est le symbole de Landau, et L reqrésente la distance des deux points. 
2 
w ej = 
В ЄЛ E 
de France t. 61, 1933, p. 1—54. Cet article sera désigné par la lettre Л, 


2) Cela résulte de ce que 
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dérivées valent O(r* 7); enfin nous supposons que, sur X entier, 
les Jag remplissent une condition de Hólder avec l'exposant k. 


2. Opération du type elliptique sur une variété elose. 
Sur la variété 35, close et orientable, donnons-nous un autre ten- 
seur symétrique (a, „) tel que la forme quadratique 


2 8 la, 5 da? 


soit partout définie positive; nous supposons que les a,, remplissent 
des conditions de Hólder avec un exposant h < k. Soient encore 
(b*) un tenseur donné, et c une fonction scalaire donnée; on sup- 
pose que les 5° et c sont continus en tout point non situé sur M, 
et qu'on а 

бе — OE lo HOI DI OSO TA 


toujours avec la même signification pour r. 

En désignant par D, le symbole de la dérivation covariante 
de Christoffel, nous posons, en tout point non situé sur M et pour 
toute fonction u dont les dérivées jusqu'au second ordre existent 
et sont continues en ce point, 

Du = Хра? 

La définition de l'opération $y sera en outre étendue à cer- 
taines fonctions w dont les dérivées secondes n'existent pas; cette 
définition, qui a son origine dans un travail de M" Zaremba, est 
entièrement semblable à celle qui а été donnée pour l’espace or- 
dinaire 1). 

Soit encore f une fonction donnée d'un point de ©; on sup- 
pose f continu en tout point non situé sur W, et f vaut Of, 
On dit que, pour l'équation "kuss /, u est une solution régulière 
dans un certain ensemble ouvert, si и et ses dérivées premières 
existent et sont continus en tout point de l'ensemble, et si en outre 
l'équation est satisfaite en tout point appartenant à l'ensemble mais 
non situé sur M. On démontre, comme dans l'espace ordinaire, que 
les dérivées de « remplissent une condition de Hölder d'exposant 
k dans tout ensemble fermé appartenant à l’ensemble ouvert donné, 
pourvu que k soit inférieur à un. 

1) Bull. des sciences mathématiques, t. 56, 1932, p. 248 — 272, 281 — 312, 


316—35?, et errata p. 384; spécialement chapitre I. Cet article sera désigné par 
la letre g. 
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3. Fonction de Green pour une variété close. Soient À 
le déterminant des g,, et D celui des a*8; soit Aag le quotient 
раг D du mineur algébrique de a*8. Nous nommons fonction de 
Green, pour notre variété et pour l'opération 55, une fonction G(X, £) 
qui jouit des propriétés suivantes: 

1° Quand X et .Z sont distincts sur ©, G est, relativement 
à X, une solution régulière de l'équation GG(X, 27) = 0 (quand 
l'opération % est appliquée à une fonction de deux points, nous 
supposons toujours qu'elle porte sur le premier point, ici X). 

2° Quand X tend vers #, nous supposons que 


"ne 
G(X, £) = RHD” | ZZA (Z) (z* — 2%) (zë — ER]; 


où F désigne ce que nous avons nommé la solution élémentaire 


principale?) de l'équation PR. F — и — 0; bien entendu, les x° sont 


les coordonnées de X et les 5" sont celles de Æ. 

Nous démontrerons que, si la fonction de Green existe, elle 
est unique; en outre elle existe certainement si c est négatif en un 
point de © — M, et négatif ou nul en tout point de 25 — M. 

Commengons par le cas ой c remplit ces conditions. La dé- 
monstration de l'existence de G se fera en deux temps: d'abord 
nous prouverons que la fonetion de Green existe pour l'opération 
Qu — 42и, où À est une constante positive suffisamment grande; 
ensuite nous prouverons qu'il en est de méme pour l'opération %. 

Nous allons attribuer des poids aux différentes représentations 
valables en un point X donné de ®. Nous ferons en sorte que les 
dérivées secondes de ce poids par rapport aux coordonnées propres 
à la représentation, existent et soient continues dans toute la région 
euclidienne correspondante. Pour cela, nous nous arrangeons d'abord 
pour que toutes les régions euclidiennes #;,..., HR. soient des hy- 
persphéres; en augmentant au besoin z, cela est évidemment possible. 
Il existe un nombre positif o, indépendant de X, tel que l'une au 
moins des hyperspheres, de rayon 29, qui ont pour centres les dif- 
férentes images de X, soit intérieure à l'hypersphere 91, correspon- 
dante. Alors nous donnons le poids un à toute représentation valable 


) g, chap. II. Le symbole 2 = o (y) signifie que z/y tend vers zéro. 
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dans l'hypersphére dont le centre est l’image correspondante de X 
et dont le rayon est 20; si l'hypersphére tangente à %, et dont le 
centre est l'image de X dans Ji, a un rayon Ê compris entre o et 
20, le poids de cette représentation est 


Er) 

Q Q 

fonction nulle pour -R = o, AN. à un pour A = 20, et dont les 
dérivées premières et secondes s'annulent pour R = о et pour 
R = 20; enfin, pour A «o, le poids est zéro. 

Pour chaque domaine 3, qui contient .Z, en supposant que M 
n'existe pas, nous formons la fonction H,(X, Z), nulle quand la 
distance L(X, £), comptée dans la région Ji, correspondante, dépasse 
o, nulle aussi quand X n'appartient pas à ©,, et qui, dans le cas 


contraire, a l'expression 


H,(X, Z) = 
ڪڪ‎ = 5, 4 (x — ба) (28 — Eë "GH. 
2 
ой F, est la solution élémentaire principale de 2 = — lu = 0. 


a 
Nous multiplions cette fonetion par le poids de la représentation 
valable en #, nous additionnons tous ces produits et nous divisons 
par la somme des poids, qui est au moins égale à ил. Le résultat 
est une fonction H définie dés que X et Æ sont distincts et qui, 
quand X tend vers У, devient infinie comme la fonction dont il 


s'agit d'établir l'existence. Nous posons 
K(X, £) = $ H(X, 4) — А H(X, 3); 


on constate que, si X tend vers 2, K vaut O[L*-"(X, E)|. Posons 
maintenant 


dV, = ПАХ) da, х*,...‚ 2"), 


de sorte que dV est invariant. On démontre, comme dans l'espace 

ordinaire (g, chap. II, 8 4), l'existence d'une constante 4, telle que, 
(m) 

pour A 4, la borne supérieure de f |K(A, EU ФУ, soit inférieure 


4 


à un. Si alors on pose 
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(m) 
коњ К, K(X, Z) = / K ^X, A) K(A, E) dV,, 


on constate que la série 
(m) 


-Foc 
H(X, E) + > H(X, A) KO(A, E) dV,, 
nul 5 
dont les termes, à partir d'un certain rang, sont continus par rapport 
à X et à .Z, converge uniformément et est une fonction de Green 
pour l'opération $u — Alu (4 22 4). 

Si M existe, cette démonstration disparaît. Dans ce cas, dans 
chacun des espaces euclidiens qui contiennent les régions Jt,, nous 
prolongeons arbitrairement les 2%, de facon seulement que la solution 
élémentaire principale (g, chap. II, spécialement 8 4) de lopération 

X, af Ou 


22, д2, 


2 
61433 


ainsi définie dans chaque espace euclidien, existe pour 4 > 0. Nous 
(X, 8) |3 
désignons раг Н, (Х, Æ) le produit par RS d = — 
celle de ces fonctions qui correspond à l'espace contenant W,, 
tant qu'on а L(X, EX) < о; Н, sera nul dans le cas contraire. 
Nous en déduisons, comme plus haut, une fonction H(X,.£). Pour 
120, on constate que H(X, £) et les 9 H/9x, ont des limi- 
tations О[12-"(Х, £)] et O[L"(X, SZ indépendantes de 4; quand 
L(X, Æ) reste supérieur à une borne positive quelconque, Н et ses 
dérivées de tout ordre par rapport aux x“ tendent uniformément 


vers zéro quand À augmente indéfiniment. Si alors on définit К 
(m) 


comme plus haut, on constate encore que [ |K(A, #)| Va, pour A 
assez grand, reste inférieur à une constante positive donnée (voir h, 
chap. II, 8 6). En prenant cette constante inférieure à wn, on en 
déduit que la série formée comme plus haut converge uniformément 
et représente une fonction de Green pour l'opération u — Aën. 

Soit G, cette fonction de Green. Nous cherchons la fonction G, 
dont l'existence a été annoncée, parmi les fonctions 

(m) 
G(X, Z) = 6,052). | 6,054 o(d, E) dV4, 
H 
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où o est une inconnue, continue quand les deux points sont distincts. 
L'équation $ С == 0 s'écrit alors 
(т) 
o(X, Z) — 23 f GIE, 4) o(A, E) HV, — PAX E), 
B 
équation du type de Fredholm. Pour prouver que la solution existe, 
jl suffit de prouver que l'équation 
(m) 
(X) — 22 f G(X, 4) (4) У, =0 
8 
n'a que la solution zéro; or si 
(m) 
цох) — — | G,(%, A) «(A) dV,, 
% 
notre équation exprime que u est une solution, régulière dans tout 
93, de l'équation Fu — О; cette fonction est nulle, car elle ne peut 
atteindre ni maximum positif, ni minimum négatif (h, chap. II. 
$$ 13 et 14); comme l'équation en т s'écrit aussi + Au = 0, 
т est nul aussi, C. Q. F. D. Done la fonction o existe, et l'on vérifie 
que G est une fonetion de Green. 

Pour prouver, dans la méme hypothèse sur c, que @ est uni- 
que, il suffit de remarquer que la différence de deux fonctions de 
Green est une solution de l'équation homogène, et cette solution 
est régulière méme quand X est en Æ (hA, chap. II, 8 16); cette dif- 
férence est donc nulle. 

Enfin, si nous levons notre restriction relative à c, soit G* 
la fonction de Green relative à l'opération u — yu, où x satisfait 
aux mêmes conditions que c et est supérieur à c dans tout BD—M; 
on démontre alors que, si G existe, cette fonction satisfait aux 


deux équations de Fredholm 
(m) 


G(X, E) = G*(X, E) + | G*(X, A)4(4) G(A, Z)dV, = 
B 


(m) 


— G*(X, Z) + | G(X, А) z( 4) G*(A, E)dV;, 
6 


et chacune de ces équations a une seule solution; réciproquement, 
toute solution d'une de ces équations est une fonction de Green 
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pour l'opération ve. La démonstration est semblable à celle qui con- 


cerne 1а solution élémentaire principale dans l’espace ordinaire 
(h, chap. III, § 2; g, chap. II. 8 12). 

4. Problème relatif à la variété close. On peut se donner 
une fonction f remplissant sur tout ® les hypothèses indiquées (8 2), 


et se proposer de trouver une fonction u, solution partout régulière 
de l'équation 
Ce type de problèmes est spécial aux variétés closes, et a été con- 
sidéré par M* Pieard !). 

Si c est négatif ou nul en tout point de 8 — M, et négatif 
en au moins un de ces points, 1а solution existe et est unique, et 
elle a pour expression 


(m) 


u(X) = — J G(X, A) (А) dV,, 
% 


(т étant la fonction de Green. 

Dans le cas général, soit у une fonction remplissant les mêmes 
conditions que c, et supérieure à c dans tout $ — M; alors le 
probléme équivaut à l'équation de Fredholm 

(m) 
u(X) = — f анх, DISA — xy (Aa, 
B 
où G* est la fonction de Green relative à l'opération Su — x u. 
Si le probléme homogène a p solutions linéairement indépendantes 
(p > 0), soient v,, v,,...,v, les solutions linéairement indépendantes 
du probléme homogene adjoint, c’est-à-dire de l'équation 
(m) 
v(X) — f v(4)x(4) G*(A, X)dV, = 0; 
8 
alors les conditions nécessaires et suffisantes pour la solubilité du 
problème donné sont 
(m) 
fv,dV=V0 (07 — D): 
33 


1) E. Picard, loc. cit. 
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On remarquera que le cas d’une solution unique est précisément 
celui où l'opération % admet une fonction de Green, et qu'alors u 
peut s'exprimer comme dans le саз où c est négatif partout. 

Si c est identiquement nul, le probléme homogène correspon- 
dant au probléme donné, c’est-à-dire le problème où f= 0, admet 
pour solution une constante quelconque, et n'en admet pas d'autre. 


5. Autres problèmes. Soit maintenant D un domaine donné 
sur B; on suppose que sa frontière © remplit les mêmes hypothe- 
ses que M, et en outre © n'a pas de point multiple. On peut se 
poser, à propos de ce domaine et de l'équation $yu = f, les mêmes 
types de problèmes que dans l’espace euclidien. 

Le premier type consiste, étant donnée une fonction g con- 
tinue sur à, à trouver une solution, régulière dans D, de l'équation 
donnée, qui soit continue dans D + © et égale à g sur © (notre 
méthode, comme dans l'espace euclidien, entrainera parfois des res- 
trietions pour g); c'est le type de Dirichlet. 

Dans le deuxième type, on se donne deux fonctions y et g 
continues sur ©. La fonction % sert à définir une opération qui 
sera nommée Qu. Les représentations paramétriques que nous avons 
choisies, définissent une orientation du domaine D; nous choisissons 
pour © l'orientation associée à celle-ci!) et nous posons, pour ©, 


dS = V/A X, 4(— 1 er ge-8 q (ace, ... 2275) art... 287), 
6,4 ët 1 Men deet, se 


où (z“*",..., 2*1) désigne le résultat obtenu en permutant circulai- 
rement les coordonnées, de façon à amener z^ en tête, puis en sup- 
primant «9. Par définition, dS est la mesure d'un élément de ©, 
et les w, sont les cosinus directeurs de la normale extérieure. On 
voit que d S est invariant, et les ©, sont les composantes covarian- 
tes d'un tenseur: on a 2, 9%? 0, = 1. Par définition, si les dé- 
rivées d'une fonction u existent et sont continues dans D + ©, 


on à, sur ©, 
zy 
— du 
—9 Жер | 
Өи= Х,а Ga 57371 pu, 


de sorte que Өи est invariant. Pour étendre cette définition à d'au- 
tres fonctions u, désignons par Y un point de ©, par y* ses coor- 


!) Ann. sc. Ec. norm. sup., t. 43, 1926, p. 1 — 128, spécialement chap. I, 
5 4, p. 9. 


45 


données (œ = 1, 2,..., т), et раг Y, un point qui a pour coordon- 
nées des quantités 


y^ —tZ,a*Po,-- O(t) (£50, h 0, a =L1,2,..., m); 
par définition 


rtv coe Vo ABE 


4+0 t 


+ (У) (У), 


pourvu que la limite existe et soit indépendante des quantités 
O(t*t}). Cela posé, le deuxième type de problèmes consiste à trouver, 
pour l'équation $u = f, une solution u régulière dans $, continue 
dans D + ©, et satisfaisant sur © à la condition Ou = д. 

Il convient de traiter d'abord ce second type de problèmes. 
Si c est négatif sur tout ®, de façon que la fonction G de Green, 
relative à 93, existe, on remarque que le potentiel de simple couche 

(m1) 


mórz di G(X, 4) c(4) d, 
© 


est une solution, régulière dans D, de l'équation $u = 0; cette so- 
lution est continue dans D + © et elle satisfait sur © à la condition 


(т—1) 
Got Ei o(Y)4- ?  өв(ү А) o(A) dë, 
© 


exactement comme dans l’espace euclidien. Dés lors notre second 
type de problémes se résout, dans les hypothéses indiquées plus 
haut, exactement comme dans l'espace euclidien (h, chap. III, 8 7); 
la notion de fonction de Green relative au domaine D et aux opé- 
rations % et © se définit comme dans l'espace euclidien, et la for- 
mule de Green reste également valable. 

Pour le premier type de problemes, on formera, comme dans 
l’espace euclidien (h, chap. IIT, 8 9), la fonction de Green relative 
au domaine D et à l'opération фи — yu. La solution du problème 
posé en résulte si les dérivées partielles de y existent et remplis- 
sent des conditions de Holder. 

Si les dérivées partielles des a^ existent et remplissent, ainsi 
que les be, des conditions de Hólder au voisinage de ©, on peut 
traiter, comme dans l'espace euclidien, le cas ой g est continu sans 
plus, car la fonction de Green d'une opération jj: — yw peut être 
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dérivée par rapport au second point, се qui permet de lui appliquer 
l'opération Z définie plus loin. 

Disons aussi qu'on peut traiter, comme dans l’espace euclidien, 
un troisieme type de problèmes: si, dans la définition de Ou, au 
lieu de faire tendre la direction Y Y, vers la direction indiquée 
(dite parfois transversale a ©), on la fait tendre vers une direc- 
tion non tangente quelconque, ce troisième type de problèmes con- 
siste à se donner sur © le résultat de cette nouvelle opération 6 
appliquée à #1). 


6. Opération adjointe. Par définition, on a 


ODED D qup ŻY P, ve — y SCT, 
жышт daß pis B daf] 


+ cv, 


pourvu que les coefficients de v et de ses dérivées premières et 
secondes existent et remplissent les mêmes hypothèses que les coef- 
ficients correspondants dans $. Si alors la fonction G(X,E) de 
Green existe sur la variété ® pour l'opération $y, elle existe aussi 
pour ($, et elle s’obtient en échangeant les rôles des deux points 
dans G. L'opération Z (deéta) correspondant à © est alors 


Z y = Eag Oa Dg(a™ fo) + (P — 5,0% Wa) v. 


Ce qui a été dit antérieurement pour l'espace euclidien peut se 
répéter maintenant pour $5. 


Chapitre II. 
Problèmes mixtes. 


1. Introduction d'une symétrie. Soit D un domaine borné 
de l'espace euclidien à m dimensions (m zz 2), ou un domaine pris 
sur la variété 35, close et orientable, définie au chapitre I, paragraphe 1. 
On suppose que la frontière © de D existe et satisfait aux hypo- 
thèses précédemment énoncées pour (chap. I, 8 2); en outre © 
n'a pas de points multiples. Nous admettons désormais que M 
comprend la totalité de ©, et peut-étre d'autres points. 

Nous allons définir une nouvelle variété %, close et orientable, qui 
contiendra $. En dehors de $), cette variété comprend un domaine € 


1) Deux articles, non encore parus, développent la solution d'abord pour 
deux et trois dimensions, puis pour m dimensions; on trouvera des indications 
dans une note, Comptes rendus, t. 195, 1932, p. 454—456. 
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identique à D; mais l'orientation choisie sur € est opposée à l'orien- 
tation choisie sur D, ee qui s'obtient par le changement de coor- 
donnée 2/1 = — z!, dans chaque région X, qui contient des points 
de ©, les autres coordonnées ne changeant pas Nous ferons en sorte 
que les composantes du tenseur fondamental (9. в) pour © se dédui- 
sent des composantes relatives à D par ce changement de coordon- 
née. © est regardé sur W comme la frontière entre D et (X. Il reste 
à trouver des représentations paramétriques, en nombre fini, qui 
conviennent pour les points de © et de son voisinage dans D et 
dans ©. П a été démontré (Ah, chap. IV, $$ 1 et 2) que, Y étant 
un point donné de ©, on peut trouver un systeme de variables 
y, y3.... y^, valable pour tous les points assez voisins de Y dans 
D + €, et tel que, dans ce voisinage de Y, © soit identique à la 
variété y” = 0, et D identique à l'ensemble y" > 0; si en outre on 
désigne par a/^? et par As les composantes des tenseurs (a6) et 
(b^ pour ces nouvelles variables, on a 


a "'“ we pour 0" = 0 (а = 1, 2,..., т — 1). 


Nous avons besoin qu'en outre les dérivées secondes des у“ par 
rapport aux anciennes variables existent en tout point de D — 9 
et admettent des limitations O(r^). Il nous suffit pour cela de mo- 
difer légérement la formation des fouctions y^. Comme précédem- 
ment (A, chap. IV, 8 1, p. 43 et 44), nous nous ramenons au cas 
où les anciennes variables sont telles qu'au voisinage de Y, © co- 
incide avec z” = 0, et D avec z" > 0. Ensuite nous remplacons 
l'équation du type elliptique à laquelle y* doit satisfaire dans 9 au 
voisinage de Y, par (voir h, chap. IV, 8 1, p. 45) 


X. ab? 9^ gr ta m c ЖЕ (ato a"); 
dx S où à 


dans cette équation, les coefficients de l'inconnue y^ et de ses dérivées 

premières et secondes, ainsi que le second membre, remplissent 

des conditions de Holder avec l'exposant Л; par conséquent les dé- 
PE 

rivées secondes iy existent en tout point du voisinage de Y 


a 


dans ©, et les dérivées ду remplissent des conditions de Hölder, 


D 


avec l’exposant h, dans le même voisinage, pourvu que A soit < 1. 
ЫСА), 


NEU a AŻx”y* remplit, dans le mê- 


On en déduit que KOR 7 


48 


me voisinage, une condition de Holder avec l'exposant h < 1, et 
par suite (h, chap. IV, $ 4) les dérivées secondes de x” ух remplis- 


sent des conditions de Holder avec le méme exposant; donc les 
^ 


a 
eg valent О[(ж"}—1| (h< 1), et notre but est atteint. Puisque 
tout point Y de © est intérieur à une région de © où une telle 
représentation est valable, un nombre fini de telles représentations 
suffit pour tout © et son voisinage dans D. Par définition mainte- 
nant, si y!,y?....,y” sont, dans une telle représentation, les paramètres 
d'un point de ©, ce qui entraîne que y” est positif, у!, y?,...,—y” 
sont les paramètres du point correspondant de ©. Avec notre défi- 
nition sur l'orientation choisie pour (5, on vérifie que tous les jaco- 
biens sont positifs, et par suite la variété W aiusi définie est 
orientable. 

Par suite de la condition posée plus haut pour ® et pour (5, 
les composantes д. (а = m) du tenseur fondamental, avec les para- 
metres y!,y?,..., y”, doivent être des fonctions impaires de y”, et 
toutes les autres composantes doivent étre des fonctions paires de у”. 
Pour que les gag restent continus, il faut done modifier le ten- 
seur fondamental de façon que les o (а + m) soient nuls sur ©. 
Nous définirons des fonetions g*, dans chaque domaine oü un 
système de variables wë, du type qui vient d’être introduit, est 
valable; ces fonctions doivent satisfaire, dans ce domaine, à toutes 
les hypotheses relatives au tenseur fondamental (chap. I, 8 1), et 
en outre les 9% „(œ + m) doivent être des fonctions impaires de y” 
(ce qui entraîne leur nullité pour y" == 0), et les autres g*, doivent 
être des fonctions paires de у"; sauf ces conditions, les gf, sont 
arbitraires dans chacun de ces domaines. Dans chaque région com- 
mune à © et à l'une des régions ®,, on prend les gf, égaux, 
dans le systéme des variables propres à cette région, aux compo- 
Santes Jag du tenseur fondamental qui était donné sur ©; dans la 
région correspondante de ©, les gf, se déduisent des précédents 
par le changement de coordonnée x, = — x,. Dans les régions où 
interviennent les variables y^, les différents systèmes de fonctions 
g&,g ne se ramènent pas les uns aux autres par les relations entre 
les variables correspondantes: mais ayant défini le poids comme 
plus haut (chap. I, $ 3), nous multiplions chaque système de gt, par 
le poids correspondant; les ayant tous ramenés à un méme système 
de variables, nous ajoutons ces produits et nous divisons par la 
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somme des poids: le résultat de cette opération est un tenseur qui 
jouit sur W de toutes les propriétés voulues, et que nous nomme- 
rons désormais (00, в). 

Cette modifieation du tenseur fondamental se répercute sur 
la dérivation covariante. Nous modifions donc aussi le tenseur (©), 
de façon que l'opération % donnée dans © ne soit pas altérée. 

П reste à définir sur tout W l'opération $y, qui, par définition, 
coïncide dans D avec l'opération donnée; pour le point de ( qui 
correspond à un point donné de ©, elle se déduit de l'opération 
donnée par le changement de variable z'! = — ai Cela entraîne 
qu'avec les paramètres у!, y?...., у” qui conviennent pour une région 
de ©, les a/"* (a + m) et b’” sont des fonctions impaires de y”, et toutes 
les autres fonctions a'^?, b* et c' sont des fonctions paires de y”. 

Par définition, un point de 3) et son correspondant dans € 
sont dits symétriques l'un de l'autre. Un point de © est son propre 
symétrique. 

On conçoit que cette symétrie a des propriétés remarquables. 
Si notre opération % admet, pour 39 entier, une fonction de Green 
G(X, Z), et si l'on distingue par un accent deux points X et X’ 
symétriques Pun de l'autre, on a G(X, 3) = G(X', £^). La fonction 
G(X,X)— G(X, 3’) est done la fonction de Green relative aux 
problemes du premier type dans le domaine ®. La fonction OG У.) 
+ G(Y, El est nulle si la fonction y, qui intervient dans la défi- 
nition de @ sur C, est nulle. 

2. Probléme mixte, énoncé et préliminaires de la so- 
lution. Soit D un domaine borné de l'espace euclidien à m dimen- 
sions (m >> 2), ou un domaine pris sur la variété © du chapitre I, 
paragraphe 1. On suppose que sa frontiere se compose de deux 
ensembles ouverts © et X, et de leur frontière commune 6, qui 
remplit les conditions suivantes (le cas où © n'existe pas est com- 
pris dans nos considérations, mais il peut aussi se traiter autre- 
ment): on peut trouver sur @ un nombre fini de régions fermées, 
telles que chaque point de @ soit intérieur à au moins une de ces 
régions; dans chaque région, les coordonnées z!,2?,..., х" d'un point 
де (5 sont des fonctions de m — 2 paramètres dont le champ de 


variation est borné et fermé; les dérivées des z* existent par hypo- 
! ui e m(m — 1 
thèse, et remplissent des conditions de Holder, et les D 


jacobiens ne s'annulent simultanément nulle part; on suppose que G 


Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XII. 4 
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n'a pas de point multiple (ces hypothèses se simplifient d'une façon 
évidente pour m==2). Ensuite on suppose qu'on peut recouvrir 
© + & par un nombre fini de régions fermées, telles que tout point 
de © soit intérieur à au moins l'une d'elles et telles que, dans 
chaque région, les coordonnées 21, 22,..., х" d'un point de © + 6 
soient des fonctions de m — 1 paramètres dont le champ de varia- 
tion est borné et fermé; les dérivées des op existent et remplissent 
des conditions de Holder, et les m jacobiens ne s'annulent simul- 
tanément nulle part; enfin S- (5 n’a pas de point multiple. Les 
hypothèses sur &-]-(& sont exactement les mêmes que les hypothe- 
ses sur © +6, et en outre $; n'a pas de point commun avec ©. 
Enfin considérons les paramètres directeurs о, de la normale à £ + © 
en un point Y variable sur (5, cette normale étant dirigée vers l'ex- 
térieur de D: on suppose que la direction íransversale 2,a*Fo, est 
tangente au prolongement de © au delà de € (par conséquent l'angle 
de © et de T n'est pas rentrant); si les w, sont les paramètres di- 
recteurs de la normale à © + G, on a done 5, „аёо, 0, = 0. 

D étant ainsi défini, nous nous donnons sur © + (5 une fonc- 
tion g* dont les dérivées existent et remplissent des conditions de 
Holder; sur T+C, nous nous donnons deux fonctions w et p, con- 
tinues sans plus, dont la premiere sert à définir sur + ($ l'opé- 
ration ©. Aux points de ©, la valeur de Ou, relative à X + © 
pour toute fonction w qui prend sur © les valeurs g*, peut se 
calculer à l’aide de g*: nous supposons que cette valeur est égale 
à p. Le probléme mixte que nous avons en vue est le suivant: 

Trouver une solution u, régulière dans D, de l'équation 


DU /, 


telle que u soit continu dans D+- S++ G, et telle en outre 
quon ait 


u—p* sur б +4 6, Ou—p sur THE. 


Pour résoudre ce probléme, nous commengons par former, 
sur 3$ ou dans l'espace euclidien, un domaine borné ©D,, contenant 
D+T, et dont la frontière ©, contient © + (5; en outre cette 
frontière ©, doit satisfaire aux hypothèses antérieures relatives 
à M (chap. I, $ 2) et être dépourvue de points multiples; d’après 
nos hypothèses, la formation de ©, est possible. Nous formons en- 
suite, à partir de D,, la variété W dont il a été parlé au para- 
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graphe 1, et nous définissons, sur % entier, le tenseur fondamen- 
tal (Jag) et l'opération #, comme il a été expliqué. 


9. Fonetion de Green d'un probléme mixte. Nous nom- 
merons maintenant M l’ensemble de ©,, de la partie de l'ancienne 
variété IM située dans D,, et de la variété symétrique de celle-ci. 
Soit X’ la variété symétrique de T; X4} €+ FT’ est la frontière 
d'un domaine pris sur W et formé de ©, de D et du domaine D’ 
symétrique de ©. Nous définissons sur ©’ l'opération © en prenant 
pour # toujours les mêmes valeurs en deux points symétriques. 

Nous supposons d'abord que c est négatif ou nul en tout 
point de D — M, et 1» positif ou nul sur tout $; en outre nous 
supposons qu'ou bien c est négatif en un point de © — W, ou bien 
v est positif en un point de T. Nous allons prouver qu'il existe 
alors une et une seule fonction F*(X, 3), solution régulière dans 
Ze — X de l'équation $.Р* —0, devenant infinie à la façon 
des fonctions de Green quand X tend vers X, pourvu que FH appar- 
tienne à D + D' + ©, et qui, quand X vient sur T + 8! + 6 — F, 
satisfait à la condition O F* = 0. 

Nous remarquons que Ла variété T -|-3'-|-($ satisfait aux 
hypothèses dans lesquelles nous savons résoudre le second type de 
problèmes (chap. I, 8 5) pour chacun des domaines qu'elle sépare; 
cela découle de ce que, dans le systóme des variables y* adoptées 
pour un point de & et pour son voisinage (8 1) on а oO, — 0). 
Par conséquent l'existence de 7'* est un cas particulier de ce qui 
a déjà été vu (chap. I, 8 5), et l'on sait aussi que F* est unique. 

Il est évident qu'on a Р(Х”, Z')= F*(X, Z). Alors la fonction 


F(X, E) = F*(X, X) — F*(X, £’), 


où X et E appartiennent à D + LG, est continue relative- 
ment à l’ensemble des deux point tant que ceux-ci sont distincts; 
elle est une solution régulière de l'équation $ /" = О dans le do- 
maine © — E; elle s’annule quand lun des points X et Æ vient 
sur € -+ €, les deux points restant distincts, et elle remplit la con- 
dition Ө F — 0 en tout point X de $ + © — 5; enfin F— G est 
continu méme quand les deux points coineident dans ©. Cette 
fonction Р est la fonction de Green de notre problème mixte par 
définition. 

Les fonctions F(X, Z) qui rempliraient toutes ces conditions, 
même en supprimant les restrictions imposées plus haut à c et у, 


A 
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se nommeront encore des fonctions de Green, pour les problèmes 
mixtes correspondants. 


4. Solution du problème mixte. Nous commençons par 
construire une fonction w, prenant les valeurs ф* sur ©; cette 
fonction et ses dérivées devront être continues dans 9 + © --% -{- (5, 
et l'on devra pouvoir lui appliquer lopération % en tout point de 
D — M, le résultat de cette opération devant être O(r*"*). Pour 
cela, on prolonge g* sur la totalité de ©,, de façon que les déri- 
vées de cette fonction existent et remplissent partout des conditions 
de Hölder; d’après les démonstrations auxquelles nous avons ren- 
voyé à propos du premier type de problèmes (chap. I, $ 5), nous 
savons trouver dans D, + €, une fonction continue w, égale à ф* 
sur ©, et telle que, par exemple, on ait dans $), 


gw — c — 0), 


car certainement cette équation posséde effectivement une telle so- 
lution; on a bien %w = О(7* 7), et les dérivées de w remplissent 
des conditions de Hólder dans ©, + ©, (h, chap. IV, 8 2). Alors 
la fonction v = u — w doit être dans D une solution régulière de 
de $v=/— Fw, elle doit annuler sur © + © et remplir sur 
€ + © la condition 0 v —  — Ө w, dont le second membre, d’après 
nos hypothéses, est continu et s'annule sur @. 

Si l'on prolonge une solution v de ce probléme dans la région 
D’ +T’, en décidant que ses valeurs en deux points symétriques 
sont opposées, la fonction v est solution, ech (h, chap. II, 8 16) 
dans D + © + ©, de l'équation 


DEEST 


oü f, est une fonction qui prend toujours des valeurs opposées en 
deux points symétriques, et qui coïncide dans D — M avec f— $ w; 
sur T+ 8, +©, on a 0» = ф,, où p, prend toujours des valeurs 
opposées en deux points symétriques et coincide sur X + © avec 
p— Ow, de sorte que y, est continu sur $ -|- $ + ©. Cette fonc- 
tion v est donc une solution d'un probléme du second type. Soient 
c—x et v — o deux fonctions remplissant respectivement les mêmes 
hypothèses que c et %, y compris les hypothèses sur la symétrie, 
mais la premiere est négative dans tout © — M, et la seconde po- 
sitive sur tout T; si F*(X, &) est la fonction de Green correspon- 
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dant aux opérations jv — gv et Өо — wv et au domaine DHOG +D, 
v est done donné par l'équation 

(m) 
() (X= | FX LAG) — х0) 04), 


D+D’ 
(т—1) 


+ | FMX вур (В) — o(B)o(B)] 85, 

THT’ 
dont on désire la ou les solutions qui prennent toujours des valeurs 
opposées еп deux points symétriques. De toute solution v(X) de 
cette équation de Fredholm, on peut en déduire une autre qui prend 
toujours des valeurs opposées en deux points symétriques, et qui 
par suite remplit toutes les conditions voulues, à savoir la solution 


v(X) — v(X') 


м 
= 


. D'ailleurs si l’on introduit la fonction de Green 


2 


F(X, 3) = F*X,2) — F*(X, 3’), relative au domaine D et aux 
opérations $0 — yv et @о — wv (8 3), les fonctions v en question 
satisfont dans D + © + € + ($ à l'équation de Fredholm 

(m) 
@) D=- f Fat LAG) — AAV, 


D 
(m—1) 


+ | F(X, Bio (B) — o(B)o(B)] d'S»: 
1 
réciproquement toute solution de cette équation (2) s'annule sur © 
et, ві on la prolonge dans ®’ de facon qu'elle prenne en deux 
points symétriques toujours des valeurs opposées, elle satisfait à l'ó- 
quation (1), et elle est par suite une solution de notre probléme. 

Il est donc démontré que le probléme mixte considéré ici 
équivaut à la résolution d'une équation de Fredholm, à savoir 
l'équation (2). 

En particulier, si le probléme homogène correspondant n'admet 
que la solution zéro, le probléme donné admet une solution et une 
seule. П en est notamment ainsi dans le cas ой c est négatif ou 
nul en tout point de © — R, et y positif ou nul en tout point de $; 
le cas ой c et y seraient identiquement nuls n'est pas à exclure 
(comme il arrive dans le second type de problémes), car la con- 
dition de s'annuler sur © entraîne qu'une solution constante est nulle. 
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Si le problème homogène admet des solutions поп identique- 
ment nulles, et si toutes celles-ci dérivent de p solutions linéaire- 
ment indépendantes, le probléme proposé n'est soluble que moyen- 
nant p conditions. Pour simplifier, soit q* — 0 la fonction donnée 
sur ©. Soient v4,...,v, des solutions linéairement indépendantes du 
problème homogène adjoint, c'est-à-dire de l'équation 

(m) (m—1) 


8) «X)— | FAFA Ad Va + | F(B, X) (9) (9) 48, —0; 


alors on vérifiera sans peine que les conditions nécessaires et suf- 
fisantes pour la solubilité du probléme donné sont 
(m) (m—1) 


J rav— f v„pdS=0 (ИЕ Ер): 
Ф 


T 


Si l'opération © adjointe à Ÿ existe et satisfait aux mêmes 
hypothèses que %, le probléme adjoint est identique au problème 
mixte relatif à l'opération ©, et à l'opération Z (chap. I, 8 6) sur 
la partie £ de la frontière). 


Bonny-sur-Loire, le 15 décembre 1938. 


1) La méme méthode s'applique au cas où l'on remplace la condition de 
Neumann par une condition du troisième type décrit plus haut (chap. I, 8 5), 
pourvu que, вог (5, cette condition se réduise au type de Neumann. Pour le même 
domaine, on peut traiter d'une facon semblable le probléme de Dirichlet. Enfin ei 
l'on donne une condition de Neumann sur une des deux parties de la frontière, 
un changement d'inconnue permet encore d'introduire une symétrie ($ 1) (ajouté 
sur l'épreuve). 


Sur la variation de la tangente à une courbe 
fermée simple de Jordan. 
Par 


5. К. Zaremba (Wilno). 


M. G. N. Watson !) a démontré que dans le plan la variation 
de l'angle formé avec un axe fixe par la tangente à une courbe 
fermée de Jordan sans points doubles est égale à 2л quand le point 
de contact décrit la courbe dans le sens direct, en supposant la 
continuité de la tangente. On peut aussi, comme l'indique M. Watson, 
considérer le cas oü la courbe en question est composée d'un nombre 
fini d'ares simples admettant chacun une tangente variant conti- 
nuement avec la point de contact et tendant vers une limite bien 
déterminée lorsque le point de contact tend vers une extrémité 
de l'are. 51 l'on définit alors convenablement le saut que doit subir 
l'angle considéré aux points de raccordement de deux arcs succes- 
sifs, le théorème s'applique aussi à ce cas?). M. B. von Kerékjártó?) 
a montré la possibilité de déduire ce théorème d'une proposition 
contenue dans son Cours de Topologie 4). 

À cause de l'importance de ce théorème, ayant des applications 
dans la théorie des fonctions et dans celle des équations différen- 
tielles, il vaut peut-étre la peine de remarquer qu'on peut le rat- 
tacher d'une façon immédiate à un lemme employé ordinairement 
dans la démonstration du théoréme de Jordan, en introduisant dans 


1) A problem of analysis situs, Proceedings of the London Mathematical 
Society, 2° série, Vol. XV (1916), p. 227—242. 

з) Pour le cas particulier d'un polygone, voir: Christian Wiener, Über Vie- 
lecke und Vielflache, Leipzig, 1864. L'auteur indique aussi la possibilitó d'étendre 
le théoreme au cas général, 

3) On the Variation of the Tangent of a Simple Closed Curve, Proceedings 
of the London Mathematical Society, 2° série, Vol. XXIII (1925), p. XXXIX—XL. 

4) Vorlesungen über Topologie, Berlin, 1923, p. 86—87. 
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ce but une notion comprenant comme cas particulier celle de l’ordre 
d'un point par rapport à une courbe fermée. 

Soit C une courbe fermée simple de Jordan à tangente variant 
continuement avec le point de contact, orientée dans le sens direct. 
Au lieu de considérer un point fixe dont nous déterminerions l'ordre 
par rapport à la courbe C, nous introduirons une trajectoire con- 
tinue fermée 7, que nous supposerons rapportée au méme para- 
métre que la courbe C. Cette trajectoire peut étre absolument quel. 
conque à condition seulement de ne pas traverser la courbe C. 
Soit P un point décrivant cette courbe et M le point de la trajec- 
toire T' correspondant a la même valeur du paramètre. La demie- 
droite MP varie d'une façon continue et l'angle qu'elle forme avec 
une direction fixe auguemente d'un multiple de 2x quand le point 
P décrit la courbe C. Nous appellerons ce multiple ordre de la 
trajectoire T par rapport à la courbe C. 

Quand la trajectoire 7 varie d'une façon continue, toujours 
sans traverser la courbe C, son ordre ne peut varier que d'une façon 
continue, et comme c’est un entier, il est constant. Dans le cas où 
la trajectoire 7 se réduit à un seul point, l'ordre de celle-ci est 
égal à l'ordre de ce point par rapport à la courbe C. Mais il est 
facile de voir que toute trajectoire située à l'intérieur de la courbe 
C peut étre réduite par continuité et sans toucher la courbe C à un 
point situé aussi à son intérieur, car l'intérieur de la courbe C est 
homéomorphe à l'intérieur d'un cercle. Or on démontre que l'ordre 
d'un point intérieur à la courbe C est égal à + 1. Donc l'ordre d'une 
trajectoire T située à l'intérieur de la courbe C est aussi égal à + 1. 

Nous pouvons en particulier placer le point M sur le côté in- 
térieur à C de la normale au point variable P à une distance con- 
stante et suffisamment petite de celui-ci pour que le point M reste 
toujours à l'intérieur de C. L'ordre de la trajectoire de M par 
rapport à C sera done égal à +1. C'est-a-dire que quand le point 
P déerit cette courbe C, la variation de l'angle de la normale avec 
une direction fixe est égale à 27, et comme la variation de l'angle 
formé par la tangente en P à la courbe C avec une direction fixe 
est Та méme, le théoréme est démontré, 

Un raisonnement analogue peut servir à démontrer que l'indice 
de Kronecker du vecteur normal à une surface simple fermée, di- 
rigé vers l'extérieur de celle-ci est égal à l'unité. 


Sur les suites de polynômes, les ensembles 
fermés et la fonction de Green. 


Par 


F. Leja (Warszawa). 


1. Je dósignerai dans ce qui suit par Е un ensemble fermé 
et borné des points du plan, par z une variable complexe et par 


(1) бо, 611°: On 


п + 1 points différents quelconques appartenant à E. Les points (1) 
seront désignés aussi par une seule lettre б 


© = (055, би). 
Гев n-+ 1 polynómes du degré n que voici 


GNI lost ТЕГҮ e Et 


00. * Ом RSS әң 


a Pie Z Ft i Falun ge 


seront dits polynömes de Lagrange appartenant aux points (1). 
Soit г un point quelconque mais fixe du plan et 


(8) max |L£^(e, 6)| 
C 
le plus grand des modules des polynómes (2) Lorsque les points (1) 


parcourent arbitrairement l'ensemble Æ la fonction (3) de С, où z est 
fixe, atteint!) dans Ё un minimum qui sera désigné comme il suit: 


(4) Jv Пг Е = mS Up. MES Ee eye 


1) Car E est, par hypothèse, fermé et borné. 
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En faisant varier x on obtient une suite des fonctions nonnégatives en г 
(5) L, (2), L,(2),..., L„(2),... 


intimément liées à l'ensemble E et définies dans le plan entier 
pourvu que Æ contienne une infinité de points différents, ce que nous 
supposerons dans la suite. 

Formons maintenant le produit de toutes les distances, mutuelles 
entre les points (1) et posons 


(6) Vo, 6.62 / Д7] 

0</<5&п 
Cette fonction de С atteint dans Æ son maximum qui sera désigné 
par V,. Il existe done dans E n + 1 points que je désignerai par 


(7) Mo» Dun OU par m = 4170, hs ss Mn} 

pour lesquels on a?) 

(8) Ves aere mA бъз. Бю аА. 
Formons les polynómes de Lagrange 

(9) LP (z, 1), Lr (e, a, 102, 0) 


appartenant aux points (7) et considérons leurs dénominateurs, 
c'est-à-dire les produits 


(10) Age en Pn) = бу — Mo), My — Ma) Gy — т-а) -- (0; — Mn) 
т^ = U, rss 

Celui des polynômes (9) dont le dénominateur est le plus petit en 

valeur absolue sera désigné par L, (2, 7)3). En changeant convenable- 

ment les indices des points (7), on peut toujours supposer qu'on ait 


(11) (Ao (o; - ++, Nal = |4,@,..., 114); pour Í те 1, 2,..., n, 


on aura donc 


(12) L, (s, 1) = L(g, dl = E — 19-6 — f). 
(10 — M) -+ (Mo — 0s) 

3) Les points (7) dépendent, en général, de l'indice n, il serait donc plas 
naturel de les désigner par ak), n, 170. Je les désigne plus briévement pour 
simplifier l'écriture, 

3) S'il existe plusieurs dénominateurs dont la valeur absolue n'est pas plus 
grande que celle de tous les autres, L,(z,7) désignera un quelconque des poly- 
nómes correspondants. 
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En faisant varier n on obtient une seconde suite infinie 


(13) L,(2,2), Ly(2,1),..., 1„(@,1]),... 


dont les termes sont des polynómes intimement liés à l'ensemble Z. 

Le but de ce travail est l’étude des suites (5) et (13). Les 
termes de ces suites jouissent de certaines propriétés extrémales 
par rapport à l'ensemble £. Nous verrons que ces suites elles mó- 
mes jouissent d'une propriété extrémale par rapport à l'ensemble 
de toutes les suites de polynómes, bornées dans l'ensemble £. 

D'autre part, nous verrons que les suites (5) et (13) restent 
dans une intime liaison avec la fonction de Green appartenant au 
domaine (ou à un des domaines s'il y en a plusieurs) déterminé 
par l'ensemble E et situé à l'extérieur de £*). 


Propositions auxiliaires. 


2. Considérons le produit V, défini par (8) et désignons par 
M, = М,(Е) 1е maximum dans l'ensemble Æ du module du poly- 
nême z-iéme de Tchebicheff T,(z) appartenant a E. Eo d'autres 
termes, posons 


(14) M, = max |Т,(г)| = max | Р„(г)| 
(E) (E) 
ой 7,(2) est celui des polynómes de la forme P,(z)—2^-- a, z"! 
+... + a, pour lequel l'inégalité (14) est satisfaite quel que soit P, (2). 
M. Fekete5) a démontré que les suites { sem et (М, sont 
convergentes et tendent vers la même limite désignée par d(E) 
(15) lim УЖЕ) — lim М7 (Е). 


Cette limite est dite le diamètre transfini de E. 
Posons 


Да, 5) = @ — 5)... (2 — le — бы)... (2 Bel 


et soit 
(16) А, = max (min |A(5,, 5)|} 
(5) (Л) 
le maximum du plus petit des modules |4,(66,6)|, 14,(6,,)|,..., 
1) Les résultats de ce travail ont été insérés sans démonstrations détaillées 


dans les С. R. de l’Acad. des Sciences, Paris, t. 198 (1934), p. 42 et 231. 
s) Math. Zeitschr. t. 17 (1923), p. 228— 49. 
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A,(5,, 6)| lorsque les points £,,6;,..., Ge parcourent l'ensemble E. 


J'ai démontré ailleurs®) que la suite (A,") est convergente et qu'on a 


(11) lim 4" == @(Е). 


Observons que la constante d(E) n'est jamais négative. Je 
dis que, si l’ensemble E contient un arc (ou un continu) quelconque C, 
on a toujours 


d(E) > 0. 
En effet, soient a et b deux points différents de C et 
GETZ жуйе р 


п + 1 points du segment S joignant a avec b, les points x, étant 
tels qu'on ait 

b—a 
(18) ада а= H pour ј = 0, 1,..., nr — 1. 
D'autre part, soit z, le point (ou un des points) de l'arc C en lequel 
la perpendiculaire à S en x; rencontre C. Posons 


A, — |(2; — 20)... (2, — 2,1) (& — Saal — 2,)|. 
Ӧ == | ر(‎ — y)... (f — 2,44) (z, — CZYJE |o 2) 


AUS 
et observons que, d'apres (18), on a ба — у) 6) . D'autre 


part, comme d’après la formule de Stirling k! > e^*- ER, on a 


IO — j)! >> е". jle (n —— 7)” >> e а 


n [(b—al|" [|b—al|y" 
SSN a A EE E SE ge 
min б = (у) ( n | | 2e | 


Mais, il est clair que min AZ min б, et il suit de la formule (16) 


donc 


(Л (D 
qu'on а À, > min Д,; on a donc 
(5) 
10 — а|\" 
> 
>| 2e | 
et, par suite, 
I(E) = Le Le 0. 


6) Bullet. Intern, de l'Acad. Polon., série A, 1933, p. 281—989. 
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8. Considérons la suite (5). Je vais établir ce que voici: 
Lemme 1. Zn chaque point z du plan les fonctions L,(z) sa- 
tisfont aux inégalités 
(19) L,„(2)==L,(2)- L,_„(2) pour n=2,3,... et k<n. 
Démonstration. Soit z un point fixe du plan, n un nombre 
naturel fixe et 
(20) 20, 9, «4 En 
п + 1 points de E pour lesquels on ait 


(21) 1.02) = max | W Lil OW ZI EZR dd 


Considérons п — k points quelconques Djs Ein X, , Appar- 
tenant à la suite (20), formons le produit V(z,2,,...,z, ,) de tous 
les distances mutuelles entre les points 2, £}, z,,..., z, , et cherchons 
le maximum de ce produit lorsque, 2 étant fixe, les points z,,..., 
x, , parcourent la suite (20). Sans nuir à la généralité, on peut sup- 
poser que ce maximum soit atteint раг V(2,%,,:,...,æ,), on а done 
His, £,,5,...,2,) = V(2,2,,...,2;, ), quels que soient les indices 
jio) Eni en particulier, on a 


(22) Verom ces Fur, sy INE Ea i рал) 
quel que soit 4—0,1,..., k et I=k-|-1,..., m. 

Désignons par L (ez; 3,,,...2,) où j — å, k -l 1,...,n, les 
polynómes de Lagrange appartenant aux points 2, 2,,1,...,2,. Je 
dis que l'inégalité (22) entraine la suivante 
(23) E or rcc cur. 

En effet, en se servant de la notation suivante 
A(z; a, b... r) = (e — а)(г — b)... (z — r) 


on peut donner au premier membre de l'inégalité (22) la forme 


|4(2; 2,31. Оаа. ЫН oic dai "VELIT TEE Ea...) 


et au second membre de (22) la forme suivante 


|4(2; Xu Xl. eei Qua OLA > А (2; ru e T1 Tre .. x.) c 
Vs. s T i41 .. sr.) 


Il résulte done de (22) qu'on a 


Aler 2411... %,) _ | ANO т ут UNT DA у) 
A(z; Wz - e OË LA 1413... 2.) Z | A(x;; CITES DEE EE 1° ves) 
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et, ві l'on divise les deux membres de cette inégalité par |x,-— z| = 
= |2, — x;|, on obtient l'inégalité (23). 
Formons les polynómes de Lagrange Lf?(z,z,,...,2z,) où 
j =0,1,...,k, appartenant aux k-|-1 points premiers æ,,x,,...4, de 
de la suite (20) et supposons que l'indice p, où Oz p Sk, soit 
tel qu'on ait 
LG... а) = max | LE (a, %,..,20)|. 


Il s'ensuit d'aprés la formule (4) qu'on a 

| Lj? (e, 20...) | = L,(2). 
D'autre part, Pinegalitć (23) étant vraie pour 4=0,1,...,k et 
l= k+ 1,...,п, elle est vraie pour i= р et I=k--1,...,n d'où 
il résulte qu'on a 


| LP, (2 2, X, TES -T AŻ = Pa LY , (e, X a+ ж) = ISCH 


Mais, il résulte de (21) qu'on a 

L, (2) >= LP (z, æ) | = | Ly? (2, Los...) Ty) & Li, (2, Tp E735 °°° T7 | 
et les trois derniéres inégalités prouvent que l'inégalité (19) est 
satisfaite. 


4. Soit D un domaine (ou un ensemble) borné quelconque et soit 

r(D, E) = la distance entre D et E 

R(D,E)= le rayon du plus petit cercle contenant D + Е. 
Il est clair que, si D et la frontière de D n'ont aucun point com- 
mun ауес Æ, on a r(D, E) >0. 


Lemme 2. Les termes de la suite (5) satisfont dans chaque 
domaine borné D aux inégalités 


(24) TL "ET Prem айдыны 


où Д, est defini par (16), r = r(D, E) et E = R(D, E). 
Démonstration. Soient (25,2;,...,2,) = z, п + 1 points 
de Æ pour lesquels on ait 


mae = шах | LP (г, z)| = max 
d 


„A, (2, x) 
Аа) | 


ой Ají(2,3)2 (e—2)...(2— x, 1)(2— t ,41)...(z— z,). D'après (16) on a 
А, > pm 4,(x, x) | 
( 
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done, si l'on pose min |A(zj, x)| = |4,(x;,x)|, on obtient pour tous 
(7) 


les г appartenant a D 


ze 

25 SE 

car, étant |2 — zj| = r quel que soit j, on а [4,(2,x)| > r”. 
D'autre part, soient (yo, gi,..., у} =Y, п +1 points de E 

pour lesquels on ait 


Lid 4 


A, = min ËCH a, 
(7) 


Comme, d'aprés la formule (4), 


L,(2) = max | L/(z ro ax 4 (z, у), 
@) = ale (2,0) ERC 


оп өп déduit 


n n 


car, quel que soit j, on a |42, y)| = |(e — 9)... (« — y; 1e уд)... 
..(2 = 1 = Е". 


Lemme 8. Si une suite аџ,а,,...,а,,..., ой а, > О, satisfait 
aux inégalités 
(25) vun, OÙ N=2,3,... et en 
la suite (Ja, tend vers une limite finie ou infinie). 


Démonstration. Posons 


a = lim inf Ja, = lim sup Va, = В 
et supposons d'abord que f soit fini. Les cas 6 = Û n'exigeant рав 
de démonstration, supposons qu'on ait Û > 0 et soit e > 0 un nombre 


quelconque, mais tel qu'on ait 8 — e œ 0. Il existe à ce € un in- 
dice m tel qu'on ait 


Va, > 8 — 67 0. 


1) Observons que ce lemme peut être faux dans le cas an= Û comme le 
prouve l'exemple suivant 


d», — 1 ponr z = 142 ..‏ ,0 = رد 


n 
Cette suite remplit les conditions (25) mais la suite Wan) ne tend vers aucune limite, 
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Soit » un indice quelconque et k et r deux nombres naturels pour 
lesquels 
n= km +r, 0Er<m. 
D'apres (25) on a 
an > аы. а, > (а„)® а,, 


où l'on doit poser a, — 1, si r — 0, done 


d (бу. Ae 1 

Va, = (a,)" * а," > (8 P £) imr + Qn. 
Or, cette inégalité entraine la suivante 
a> В — € 


£ 1 
car, si n tend vers linfini, / tend vers linfini et a,» tend vers 
l'unité. Puisque «a = 6 et e est arbitrairement petit, on en déduit 


a == В, done la suite {[/а,} converge. 
Dans le сав $ = -+ со il suffit de remplacer dans ce qui 
précède  — = par un nombre quelconque A pour pouver qu'on 


a a > А d'où il résulte que la suite {[/а,) tend vers l'infini. 


5. Considérons maintenant les polynômes de Lagrange (9) 
appartenant aux points (7) et formons une suite infinie quelconque 
Lz, n), L (2, n),...,LĘP(z,n),... où Oa. 

Lemme 4. 1° Quel que soit n et j =Q, 1,...,n, les polynómes 
(9) satisfont aux inégalités 
(26) [LP (z, n)| = 1 pour tous les z appartenant à E, 


2° A tout point zę d'un continu C appartenant à E et à tout €> 0 
il existe un voisinage V =V (z), =, C) du point 2, tel que, en chaque 
point z de V, on a 


(27) lim sup V| LYP (2, n)| Le quel que soit (j,. 

En effet, si l'inégalité (26) n'avait pas lieu pour ј = k et 
Z= 7, on aurait |L©(4,,4)|) > 1. En d'autres termes, on aurait 
d'aprés la notation (2) 


Ia, — No) -- (Mr — ъл) (Mk — Masa) (Ne all > 
> Ia, = 7) E E — 1) (Mk E Ne): .. (Nz ж qn) |. 
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En multipliant cette inégalité par le produit V (qo... Teen Neti.. . Mn) 
défini par 1а formule (6) on obtiendrait 


V (mo . . 1, Nk: Magie Mn) > V (9 т...) 
ce qui reste en contradiction avec l'hypothese (8). Les inégalités 
(26) sont done satisfaites. 

La partie 2? du lemme est une conséquence des inégalités (26) 
et de la proposition génér:le suivante démontrée ailleurs $): 

Si une suite de polynömes (P,(z), où P,(2) = of? + af г + 
+... a(? - z^, est uniformément bornée sur un continu C aboutis- 
sant à un point 2, il existe à tout e — О un voisinage V(2o, e, C) 
de 20, ne dépendant pas des coćfficients des polynómes P,(2) en 


lequel on a lim sup | P,(2)| < 1 +e. 


Fonetions limites et leurs propriétés. 


6. Considérons la suite (5) et formons la nouvelle suite 
suivante: 


(28) (LG, VL,G).....VL„G).... 


Théorème 1. La suite (28) tend dans le plan entier vers 
une limite 


(29) | L,(2) > Alz) == (2, E). 


La fonction limite A(2) est partout finie, si d(E) > 0, et partout en 
dehors de E infinie, st d( E) == 0. Quel que soit d(E) on a 


Aal dans l'ensemble E, 


S) А(г) 2> 1 partout. 


Démonstration. Les polynômes de Lagrange (2) satisfont 
comme on sait, à l'identité 


Lie, £) + LP (e, E) +... + LP, D) =1, 


sj Math. Ann. t. 108 (1933), p. 517—524, Voir le theoreme II, p. 520. Ce 
thóoreme a été démontré dans l'hypothèse (moins restrictive) que la suite {Р, (2)} 
est bornée presque partout sur C et dans ce сав le voisinage V (2o, e, C) 
peut dépendre de la suite {P,(2)}. Mais, si cette suite eat uniformément bor- 
née sur C, il résulte évidamment de cette démonstration que V (e, , г, C) ne dépend 
pas des polynómes P,(z). 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XII. 5 
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qui а lieu quel que soit n et Celia, Dei, Il s'ensuit l'inégalité 
1 
| ex re. 
DEVI аа 


et par suite, on a d'apres (21) 


(91) L, (2) =. 


Les termes de la suite (L,(2)) sont donc positifs quel que soit z 
et, puisqu'ils satisfont aux inégalités (19), la limite (29) existe, quel 
que soit z, en vertu du lemme 3. 

Supposons que le diamètre d(£) soit positif et soit D un do- 


maine borné du plan. D'après (24) on a L, S- 


(17) ор a 4(2) S Ae et, par suite, 4(2) est fini dans D. Au con- 


traire, si d(E) = 0, 22) n'est pas fini en dehors de Z car, d'après 
(24), on a 


VL.) => —- 
VA, 
où r>0 en dehors de E et JA, —>d(E)— 0. 
La seconde des propriétés (30) résulte de l'inégalité (31). Pour 


établir la première d'elles considérons un point e, de Æ et choisis- 
sons dans Р, и —+ 1 points Ën 6, dont o = 2. D'après (2) on aura 


LP (&,6)=1, L$(%,56)=0 pour j > 0 


et, par suite, d'apres (4) on aura L,(2,)= 1 done, comme d’après (31) 
1 
n +1" 


L, (4) = on obtient A4(z,)— 1. Le théorème est donc dé- 


montré. 


7. Je supposerai dans ce qui suivra que le diamètre transfini 
de l'ensemble Ё est positif 
d(E) > 0. 


Considérons les polynómes (12) et formons la suite suivante 
1 
log |L, (е, 7)|, 3 log |Le(2, 7)|,---, > log le, 1)... 


dont les termes sont définis partout à l’extérieur de Z. 


E 
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Théorème 2. La suite (32) converge partout à l'extérieur de 
E vers une limite finie 


(33) + log | Lale, n)| > G(2) = G(e, E). 


La fonction limite G(z) est harmonique à l'extérieur de E. 

Démonstration. Soit z un point fixe n'appartenant pas 
a E et ją celui des indices j= 0, 1,..., » pour lequel | LY2(z, ai 
est maximum parmi les modules des polynómes (9) 

LĘ (2, n), LĘ(2, oh, LP (2, т). 
D'apres la formule (4) on a 
L,(e) = 11492, 1). 

D'autre part, d’après l'inégalité (11) on а, quel que soit j, 


| (€ Mo)... — Ty) (€ — Nja). — Ma) | |2—% < 
(n, — To) (ns — no) — N) a) | 12 — m 
sem. en) 
= ре) | 
ou, en d’autres termes. 
P E 2015 = |002, 9) = IL. 7) | 
d'ou l'on obtient, en vertu de l'inégalité précédente 
(34) Lille ais 


Soient Zo, z,,..., z,, п + 1 points de E pour lesquels 
L,(z) = max |Lf?(z, x)|. La fonction L,(e, 7) étant, d'après (12), un 
(7) 
polynôme du degré n ер г on a, d’après la formule d'interpolation 
de Lagrange, 
L (en) = Ż Lala, Ya 2) 
J=0 
et, puisque |L,(z,, n)| = |LQ(z,,7) = 1, ee qui résulte du lemme 4, 
on en déduit 
| L, (2, р) = (n + 1) max | LE? (e, x)| = (n + 1) L, (2). 
(7) 
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En réunissant cette inégalité avec (34) on obtient, quel que soit 
nrbes 2 


ЕЕЕ 


Ог, ві 2 n'appartient pas à E, le module d surpasse un 


nombre positif et, d'après (29), la suite — log L,(2) tend vers la 


limite log A(z); il résulte done de (35) que la limite (33) existe et 
qu'on а 
(36) G (2) = log 4(2). 

Soit D un domaine fermé et borné extérieur à E. Lorsque z 
appartient à D on a d'aprés (24) et (35) 


pt X Jim 
SEES п\| s (з zdaj | 
A, R == | L, (2, n) | == EN А, ? ou r > О, 


d à 
d'où il suit que la suite Ы log | 2, (2, m) у est uniformément bor- 


née dans D. Mais les termes de cette suite sont harmoniques dans 
D, car les fonctions L,(2, n) sont des polynómes en z, la fonction 
limite С (2) est done harmonique dans D et, par suite, harmonique 
partout à l'extérieur de Z. c. q. f. d. 


8. On sait que l'extérieur d'un ensemble plan fermé est une 
somme finie ou dénombrable de domaines. Soient 


DADE m 


les domaines connexes, n'ayant pas des points communs, dont la 
somme constitue l'extérieur de E et soit D, celui de ces domaines 
qui contient le point à l'infini?) et / la frontière de Do. 

П est clair que 7 fait partie de E. Nous supposerons que 
chaque point de 2 est un point d'un continu appartenant entiè- 
rement à F. 


Théorème 3. La fonction limite G(z) = G (z, E) est la fonction 
de Green du domaine D,. Elle remplit les conditions suivantes: 


(37) G(2)—0 si z tend vers la frontière Р, 
(38) log |г| — @(2) >logd(E) si |z| — oo. 


9) Un tel domaine existe car l'ensemble E est borné. 


69 


Démonstration. On sait déjà d'apres (30) que A(z) = 1 
sur Р et que Glz) = log 4(2) = 0 dans Dy. Pour établir (37) il 
suffft done de prouver que la fonction A(z) est continue aux 
points de F. 

Soit 2, un point de F et C un continu appartenant à 7 et 
contenant z,. D'autre part, soit ғ > 0 un nombre quelconque, V= 
== ŲV(z,£,C) le voisinage de z, dans lequel la condition (27) est 
remplie et 2 un point quelconque de V. D’après (4) on a 


L.(e) = max | LZ (e, 7), OÙ N= {nos Ms- -s Na} 


d'où il résulte en а de (27) qu'on a dans V(z, е, C) 


А (z) = lim VL.) = 1 + е. 


La fonction 4 (2) est done continue ou point 2, et, par suite, la for- 
mule (37) est établie. 
Pour établir la formule (38) observons que, en vertu de (11) 
et (16), on a 
|%(о...1]4)| = y |A (No -+ 1.) = A, 


D'autre part, on a d'apres (26) 


Lo = an m) 
LĄ (2, n) mn)...n er; 


quel que soit г appartenant à E, donc 


? 


| Ao (go - . Na) | == (о — M)... 009 — M) | = TAP е — т)... (2 — Gell 
d’où il résulte d'apres (14) et d’après ce qui précède que 
мем epo le A,. 
On aura donc 
(39) Ayla... m) (Е) 


ce qui est évident d’apres (15) et (17). 
Observons maintenant que la fonction G (z) est, d’après (12) 
et (33), la limite pour m tendant vers l'infini de la fonction suivante: 


KG we n. ES T 
(No — M). (Mo — Mn) 


= log|z + log 1 (1 s | ln”, 


| 
| = 
| 
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on a donc d'après (39) 
log |z| — @(z) — log d(E) = lim > log (1-%) SS (1 | 


Or, si |2| est suffisamment grand, le second membre de cette équa- 
tion est arbitrairement voisin de zéro et, par suite, le théoréme et 
démontré. 


9. Soit D un domaine fermé et borné quelconque et 
(40) P,(2 = af? | а.г... 4-а). г", ой n—90,1,..., 


une suite quelconque (le polynómes. Considérons la fonction limite 


4(г) = A(z, E) de la suite (29) et posons 
(41) Өр —3-, où 45 = max (2, E) 
D (2) 


Théorème 4. Si la suite (40) est uniformément bornée dans E, 
1° la nouvelle suite 


(42) Ue, où oO, 
converge uniformément vers zéro dans D pour chaque о < оь, 2? il 


existe une suite (40) telle que la suite (42) ne soit uniformément 
bornée pour aucun о > оь. 


Démonstration. 1° Soit M > 0 un nombre tel qu'on ait 
[Р,(2) < М dans E pour n—0,1,..., 


г un point quelconque et Los 2,,.., Ln, N+ 1 points de Æ pour 
lesquels on ait 
L,(2) = max | 1/2, х). 
LI 


D’après la formule d'interpolation de Lagrange on a 


re = I P.@)- os 2) | S (n + 1) M. L,(2) 


J=0 


d’où il résulte, d'après (29), que 


lim sup || P,(2)| £ А(г). 
Soit o, un nombre positif < ор et o; un nombre tel qu'on 
ait о, < о, < оь. D'après (41) et (43) on a dans D 


lim sup Hl P,(2)| - o? = o, ° рах À(2) « 1 
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d'où il suit que la suite {Р, (2) · pf} est bornée en chaque point de 
D et, par suite 9), la suite (P,(z) o3), où go < о, < @,, est uniformé- 
ment bornée dans D. Il en résulte immédiatement que la suite 


P,(z)- ef = Eise, i, où л==0,1,... 


2 


tend uniformément vers zéro dans D. 
2° Considérons la suite des polynómes (12) et soit о, > Op. 
D'aprés (33) et (36) on a 
VIL. G, 9| - 6 4) е 

et d’après (41) on a max 4(2) : o, > 1, donc la suite 

(D) 

UL, (2, 9) * 00} 

n'est pas uniformément bornée dans D, с. д. f. d. 


10) Math. Ann. t. 108 (1933), p. 517—524 (v. le Théorème 1, p. 517). 


Eine Verallgemeinerung des Montel'schen 

Satzes über das Maximal- und Minimalin- 

tegral auf Systeme von gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen. 


Von 


T. Wazewski (Kraków). 


Es sei die Differentialgleichung 
d 
E = f(x, у) 


gegeben, wo f eine im Vertikalstreifen 
(1) De г< 0; y beliebig 


stetige Funktion ist. Wir setzen voraus, dass die von dem Punkt 
A(0, 0) ausgehenden Minimal- und Maximalintegrale beide bis auf 
die Gerade x = b fortgesetzt werden können. Es bezeichne ф(х) 
bzw. w(x) das oben erwähnte Minimal- bzw. Maximalintegral. Ferner 
seien auf der y-Achse zwei Punktfolgen 4,, B, gegeben, von fol- 
genden Eigenschaften: 1°) A, liegen unterhalb, B, oberhalb des 
Punktes 4, 2%) А, > A. B,>B. 

Bezeichnen wir nun mit g, (x) bzw. %,(x) das durch den Punkt 
A, bzw. B, gehende Minimal- bzw. Maximalintegral, so besagt der 
bekannnte Montel’sche Satz!) dass y, — y, у, > 9 (für О<<ж< а). 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist den genannten Satz auf 
Systeme von Differentialgleichungen mit stetigen rechten Seiten zu 
verallgemeinern. 


1) Bulletin des Sciences Mathómatiques (2), 50, (1926), 207. 
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Die folgende Formulierung des Moutel'schen Satzes legt es nahe 
die gesuchte Verallgemeinerung auf natürlichem Wege zu finden. 

Auf der y-Achse sei eine abgeschlossene und beschränkte 
Punktmenge $ gegeben. Die Gesamtmenge aller Integralkurven, die 
aus den Punkten der Menge 5 ausgehen, wollen wir mit H(S) 
bezeichnen. Als aüferen Bereich von H(S) [der mit EH(S) be- 
zeichnet wird] erklären wir ferner die Menge aller derjenigen Punkte, 
die mit dem unendlich fernen Punkt со mittels eines stetigen, im 
Bereich (2) liegenden und HiS) nicht treffenden Bogen verbindet 
werden können. Die Grenze!) des Bereiches KH(S) soll aüßere 
Grenze der Menge Н (S) heißen und mit FEH (5) bezeichnet werden. 

FEH(4) besteht ersichtlich aus den beiden Integralkurven 
y = ф(х) und y = y(x). Analog besteht FEH(S,) aus den beiden 
Integralkurven y = Фф, (2), y = v,(x) wenn S,—= A, + B, gesetzt 
wird. Mit Hilfe dieser Bezeiehnungen kónnen wir den Montel'schen 
Satz folgendermaßen aussprechen 


(2) FEH(S,) > FEH(A)) 


Die Mengen S, trennen ersichtlich, auf der y Achse, die Punkte 
A und co. 

Im Falle, wenn ein System von n Differentialgleichungen vor- 
legt, ersetzen wir S, durch geschlossene, gegen A konvergierende 
Mengen, die auf der Hyperebene x= 0 den Punkt A von dem 
Punkte oo trennen. Die Beziehung (2) behält dann ihre Gültitgeit 
(Satz 2, 8 3) (Im Falle n —2 können als S, z. B. geschlossene 
Jordan'sehe Kurven genommen werden, die den Punkt A im Inne- 
ren enthalten). 

Gelegentlich gewinnen wir den Satz 1 (8 3) aus dem folgt, 
dass EH(A) alle zu Hr A1 nichtgehörenden Punkte der Schicht 
0< x<b enthält. Der Hilfsatz 2 (5 3) gibt einen Bereich an, aus 
welchem keine von A ausgehende Integralkurve austreten kann. 
Am Schluß wird eine notwendige und hinreichende Bedingung da- 
für abgeleitet, dass durch den Punkt А genau eine Integralkurve 
hindurchgeht ‘Satz 3). 


1) Aus dieser Grenze werfen wir im Folgenden die Punkte, die nicht H(S) 
angehôren fort. Dies geschieht automatisch, wenn man den Begiiff der Grenze 
relativiert (Vgl. $ 1). 

*) Die Konvergenz von Punktmengen wird im Sinne von Hausdorft gemeint 


(Vgl. 8 1, 8). 
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Wir behandeln nur den Fall n= 2. Der allgemeine Fall 
kann in ganz analoger Weise erledigt werden. 

Im $ 1 werden einige behannte Begriffe und Hilfssätze der 
Mengentheorie vorangeschickt. 


$ 1. 

Im Folgenden werden nur Punklmengen betrachtet, die aus 
Punkten (z,y,,...,y,) der Schicht C: 

(8) ^ —eo-asz«b«- oo — оо < y, < + co 
bestehen. Wir bedienen uns in dieser Arbeit der mengentheoreti- 
schen Begriffe und Eigenschaften die einen in Bezug auf die Schicht 
C relativen Charakter besitzen. Wir finden es für zweckmäßig diese 
Begriffe und Eigenschaften zusammenzustellen. 

1. Unter der Umgebung des Punktes А für ein gegebenes 
r> 0 oder kürzer r-Umgebung des Punktes A, wird die Menge 
derjenigen Punkte der Schicht C verstanden, deren Abstand von A 
kleiner als r ist. Von diesem Begriffe ausgehend, erklüren wir wie 
üblich die Begriffe der inneren, aüßeren, Grenz- und Haüfungs- 
punkte, sowie die der offenen und geschlossenen Mengen, schließlich 
die der Begrenzung von Mengen. Als Beispiel betrachten wir den 
Zylinder 
(4) с=т= bd, Zyse’ (>>> 0). 


Die Punkte, für welche Zyż Lr, a<x<b gilt, (unter ihnen 
auch diejenige, für welche z= а, oder = = b) sind im oben ge- 
nannten Sinne die inneren Punkte unseres Zylinders. Die Begren- 
zung des Zylinders enthält nur diejenigen Punkte, für die gleich- 
zeitig beide Beziehungen a < z «zb. Xy; = r? gelten. 

Nun geben wir einige Bezeichnungen und Sätze an, auf welche 
wir uns im folgenden stützen werden. 

1. F(B)== die Menge aller Grenzpunkte der Menge В. 

2 B=B+F(B). 

3. Wenn B abgeschlossen ist, so gehört F'(B) zu B selbst, 
was folgendermaßen geschrieben wird: (В) С B. 

4. Ist keine der Mengen B, C — B leer, so bestehen die Be- 
ziehungen F(B) = F(C— B) = В.С B. 

D. Jeder stetige Bogen, der irgendeinen Punkt der Menge B 
mit irgendeinem Punkte, der nicht zu B gehórt, verbindet, hat ge- 
meinsame Punkte mit der Menge F(B). 
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6. Unter E(B) verstehen wir die Menge aller derjenigen Punkte, 
die sich mit oo mittels eines stetigen Bogen verbinden lassen, во 
dass der Bogen mit B keine gemeinsamen Punkte besitzt. Unter 
der aüßeren Begrenzung der Menge B, wird die Menge F(E(B)) ver- 
standen. Ist B abgeschlossen, so ist F(E(B)) in B enthalten. 

7. Wir sagen, daf eine (ebene) Menge B den Punkt А von 
Punkte oo trennt. wenn jeder, in der Ebene liegende stetige Bogen, 
der den Punkt А mit co verbindent, mit B gemeinsame Punkte besitzt. 

8. Unter der Entfernung o(P, B) des Punktes P, von der 
Menge B verstehen wir die untere genaue Grenze der Entfernungen 
des Punktes P von allen Punkten der Menge B. 

Sind zwei Mengen B und D gegeben so verstehen wir unter 
ihrer Hausdorfischen Entfernung !) o*(B, D) die obere genaue Grenze 
der Zahlen o(Q. D) und o(P, B), wobei P die Menge D, Q dagegen 
die Menge B durchläuft. Wir sagen dann und dann, dass eine Folge 
von Mengen B, im Sinne von Hausdorff gegen eine Menge B kon- 
vergiert, wenn Q*(B,. B) gegen Null strebt. 

9. Im Falle, wenn B abgeschlossen und beschränkt ist, be- 
ruht offenbar die notwendige und hinreichende Bedingung dafür 
dass о*(В,, B) — 0 auf dem Bestehen der folgenden zwei Eigen- 
schaften ?) 

a) Ist @,,@,,... eine wachsende Indexenfolge, gehört P, zu 
B,, und konvergiert P, gegen P, so gehórt P zu B. 

B) Ist P ein beliebige Umgebung des Punktes P, so gibt es 
einen Index »,, sodass für vzz», die Umgebung Q mindestens 
einen Punkt der Menge B, enthält. 


8 9. 
Voraussetzungen V. Es sei das System von Differentialgieichungen 
d dz 
(5) x = f (x,y, г), TEE 9(2, y, 2) 
gegeben, und die Funktionen f und g seien im Zylinder 


6 (у —cf*--(e—d?*zRH*) wo R > 0 und 
Ge aab J — co <a <b < +oo 


1) Vgl. Hausdorff, Mengenlehre (1927) S. 146. 
2) Vgl. a. B. T. Wazewski, Sur un continu singulier, Fund. Math. 
Band IV, S. 225 (Remarque). 


16 


stetig. Wir setzen voraus, dass jedes durch dem Punkt А (a, с, d) 
gehende Integral bis zu der Ebene x =» gelangt und dass es gänz- 
lich im Zylinder 

(1) (y — ‹) 4 (2 —dy« Е, афа Б 

liegt. 

Das System besitzt dann folgende Eigenschaften: 

1. Es gibt eine Zahl r ʻO <r < FE) von der Eigenschaft, dass 
jedes Integral, das von der Kreisscheibe 
(8) (y — 02 + (e — dr za 
ausgeht, die Ebene x = b erreicht und im Zylinder (7) verlaüft !). 

2. S sel eine auf der Kreisscheibe (8) gelegene Punktmenge. 
Die Menge der Punkte, die auf denjenigen Integralkurven liegen, 
welche die Menge S treffen und im Intervalle a < 2 < 6 definiert 
sind, nennen wir die Röhre H(S). Diese Röhre H(S) liegt gänzlich 
im Zylinder (7) und ist abgeschlossen, falls S abgeschlossen ist. 
Reduziert sich S zu einem einzigen Punkt P. so nennen wir H(P) 
Integraltrichter. Bemerken wir, dass die Punkte der Zylinderfläche 
(5) (a — o+ (у — 0): =R, aa <b 
sowie die von A verschiedenen Punkte der Ebene z — a. zu der 
Menge £H(4) gehören (Vlg. $ 1, 6). 

9. S sel eine Menge, die in der Kreisscheibe (8) enthalten ist. 
Setzen wir voraus, dass ein. vom Punkte P nach links ausgehen- 
des Integral, die Röhre H(S) trifft. Der Punkt P gehört dann der 
Röhre Z(S) an (Vgl. die Definition von H(S)). 

4. Es existieren Funktionen f und g, die in der ganzen Schicht 
stetig und beschrünkt sind und im Zylinder (6) mit den Funktio- 
nen f und g übereinstimmen ?), die also die Eigenschaft haben, dass 
jeles Integral des Systems 


dy _ 7 dë _- 
(10) dz JU 0,2), quom gy 2) 
bis an die Ebenen x = a und x = Б herankummt. Die im Zylin- 


der (6) oder (7) gelegenen Integrale des Systems (10) erfüllen gleich- 
zeitig das System (5). 


1) E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen (1930), S. 135, 
Satz ] und 2. 
Qm 41. 


$ 3. 

Behalten wir die Voraussetzungen V des vorigen Рагартарһеп. 

Satz 1, Die Menge derjenigen Punkte der Schicht С, die 
nicht zu dem Integraltrichter Н(А) gehóren, bildet ein zusammen- 
hängendes Gebiet!). Mit anderen Worten 
(11) C-- H(4) = ЕН(А). 

> Beweis. Wir haben ersichtlich £H(A) С C — H(A). Um das 
Ymgekehrte C — H(A) C EH(A) zu beweisen. nehmen wir vorlaüfig 
an, dass es einen Punkt P gibt, der zu C — H(4) aber nicht zu 
ЕН (А) gehört. Der Punkt P liegt sicherlich im Zylinder (7), wi- 
drigenfalls nämlich würde er zu EH(A) gehören (8 2, 2). 

Wir ziehen durch P irgendein Integral Z des Hilfssystems 
(10) und setzen es bis zu der Ebene z= а fort. Der Punkt der 
Ebene x = а, in welchem diese durch das erwähnte Integral ge- 
troffen wird, möge Q heißen. 

Wir behaupten, dass auf I weder ein Punkt T der Zyliuder- 
fläche (9) noch ein Punkt T Æ А der Ebene r = а liegt. Wäre es 
nämlich nicht so, so hätten wir dann, von P nach links gehend, 
einen ersten Punkt 7(+ P) von der erwähnten Eigenschaft. Der 
Teilbogen [T.F] unseres Integrals liegt dann im Zylinder (6), er- 
füllt also (8 2, 4) das System (5). Dieser Bogen verbindet den zu 
EH(A) gehörenden Punkt 7 (8 2, 2) mit dem dem Punkt P, der 
nicht zu EH(A) gehört. Das Integral [7, P] trifft also (8 1, 5) die 
Menge FEH(A) und folglich (8 1, 3)?) auch die Menge H (4). P ge- 
hört also ($ 2, 3) zu H(A), was der vorlaüfigen Voraussetzung wider- 
spricht. Demgemäss liegt / im Zylinder (7) und gelangt bis zum 
Punkt A. Daraus geht hervor ($ 2. 4), dass I das System (5) erfüllt 
und infolgedessen, dass P, im Widerspruch mit unserer Voraus- 
setzung, zu dem Integraltrichter H(A) gehört (Vgl. die Definition 
von H(A)). 

Folgerung 1. FH(4)= F(C — H(A) = FEH(A) = 

= EH(A). H(A)9). 

1) Im Falie einer einzigen Differentialgleichung (n = 1) iet dieses Gebiet 
nicht zusammenhängend. Lio Beziehung (11) besteht aber auch für diesen Fall. 

3 H(A) ist abgeschiossen s. 2. B T. Ważewski, Zur Theorie des Uni- 
tätsproblems etc. Matematische Zeitschrift Band 35, 5. 558. 

3) Die Menge FH(A) war vom Herrn Кат ke (Acta Math. Band. 58, S. 50) 
nnd von Herren Nagumo und Fukuhara [Proceed, of the Phys.-Math. Society 
of Japan (1930) S. 223] betrachtet 
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Hilfssatz 1. Sei Z eine abgeschlossene auf der Kreisscheibe (9) 
liegende Punktmenge, die noch die Eigenschaft besitzt, dass sie 
auf der Ebene x — a den Punkt A von dem Punkte oo trennt 
(Vgl. 8 1, 7). 

Wir behaupten dann, dass jeder stetige Bogen L, der irgen- 
deinen Punkt P aus H(A) mit dem Punkt со verbindet, immer 
die Menge H(Z) (und folglich auch FH(Z)) schneidet. 

Beweis. Zwecks Zurückführung ad absurdum nehmen wir 
an, dass Z die Menge H(Z) nicht schneidet. Es gibt ein Integral 1, 
auf welchem die beiden Punkte A und P liegen (8 2, 2). 

Auf Grund eines Hilfssatzes, den wir in einer früheren Arbeit!) 
festgestellt haben, trifft der Bogen L + I die Röhre H(Z) in einem 
Punkt Q. Da P auf I „rechts“ von Q liegt, muss P auf Grund 
von § 2, 3 zu H(Z) gehören, und folglich schneidet Z die Röhre 
H(Z) im Punkt P was der Annahme widerspricht. 


Hilfssatz 2. Unter den Voraussetzungen des vorigen Hilfs- 
satzes ist das aüßere Gebiet der Röhre H(Z) in dem aüßeren Ge- 
biet des Integraltrichters H( 4) enthalten oder kurz 


EH(Z)C EH(A). 


In der Tat, nehmen wir an, dass es einen Punkt P gibt, der 
nieht zu EH(A), sondern zu EH(Z) gehórt. P gehórt also zu H(A) 
selbst (Vgl. Satz 1). 

Da P zu EH(Z) gehört, kann man den Punkt P mit dem 
Punkt co mittels eines stetigen H(Z) nicht treffenden Bogen ver- 
binden (Vgl. 8 1, 6), was dem vorigen Hilfssatz widerspricht. 

Folgerung 2. 

EH(Z)C EH(A) 
oder (Vgl. 8 1, 3) 
EHiZ) + FEH(Z) C EH(A) + FEH(A). 


Satz 2. Das System (5) sei wiederum den Voraussetzungen V 
unterworfen. Z, sei eine unendliche Folge von abgeschlossenen und 
beschränkten Mengen, die alle auf der Ebene x—a liegen und 
auf dieser Ebene den Punkt 4—fa, c, d) von dem Punkte co trennen. 
Über Z, setzen wir noeh voraus, dass der Duchmesser von Z, gegen 
Null konvergiert wenn v — oo. Unter diesen Voraussetzungen kon- 


1) T. Wazewski 1. c. S. 555. 
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vergiert (im Sinne von Hausdorff, Vgl. $ 1, 8) die aüßere Begren- 
zung der Röhre H(Z,) gegen die Begrenzung des Trichters H(A). 
Mit anderen Worten (Vgl. Satz 1 und 8 1, 4) 


FĘH(Z,) > FH(4) = FEH (A) = F(C — H(A). 


Beweis. Wir kónnen voraussetzen, was sicher von einen ge- 
wissenen » an stattfindet, dass alle Z, in der Kreisscheibe (8) lie- 
gen, dass also alle H(Z,) im Zylinder (7) gelegen sind. 

Wir werden uns, auf die oben erwáhnte (81,9) notwendige 
und hinreichende Bedingung für die Haussdorffsche Konvergenz 
stützen. 

I. Nehmen wir eine, wachsende Folge von Indizes a, in Be- 
tracht, und nehmen wir an, dass 1° Q, einen Punkt der Menge 
FEH(Z,) bezeichnet und dass 20 0, — Q. Es soll zuerst bewie- 
sen werden (Vgl. $ 1, 9), dass Q zu FH(A) gehört. Auf Grund der 
Folgerungen 1 und 2 und des Satzes 1 gehóren die Punkte Q, zu 
der abgeschlossenen Menge 


[C — H(4) + FH(4) 


und folglieh gehórt auch Q selbst zu dieser Menge. Der Beweisgang 
erfordert also den Nachweis, dass Q zu der Menge C — H(A) nicht 
gehört, oder — was auf dasselbe hinausgeht — dass © zu der Menge 
H(A) gehórt. 

Bezeichne /, dasjenige Integral des Systems (5), das durch 
den Punkt Qa, geht. I, schneidet die Ebene z= a im Punkte 
A,, der zu der Menge Z, gehört. Es ist leicht zu ersehen, dass 
Aa, > А. Aus der Folge der Integrale /, lässt sich eine Teilfolge 
auswählen die gegen das eine der dnreh A und Q hindurchge- 
henden Integrale konvergiert!). Folglich gehört © dem Trichter H(4) 
an. Der erste Teil der Bedingung $ 1, 9 ist somit bewiesen. 

Daraus und aus der gemeinsamen (simultanen) Beschrankt- 
heit der Mengen H(Z,) erhalten wir noch das folgende Resultat. 

Il. Wenn L eine abgeschlossene Menge ist, deren Durchschnitt 
H(A) leer ist, so ist — von einem gewissen v angefangen—der Durch- 
schnitt von L mit FEH(Z,) auch leer. 

III. Um dem zweiten Teil der Bedingung des 8 1, 9 zu be- 
weisen, setzen wir voraus, dass ein Punkt P zu der Menge FH(4) 


1) Dies folgt daraus, dass diese Folge von Integralen gleichgradig stetig und 
beschränkt ist. 
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gehórt und das © eine Kugelumgebung des Punktes P bedeutet. 
Wir sollen beweisen, dass — von einem yv — jede Menge FEH(Z,) 
wenigstens einen mit Q gemeinsamen Punkt besitzt. In der Tat in 
der Umgebung Q liegt wenigstens ein Punkt Q, der nicht zu dem 
Integraltrichter H(A: gehórt!) Auf Grund des Satzes 1 und 81,6 
läßt sich © vermittels eines stetigen Bogen mit oo verbinden, so- 
dass L den Integraltrichter H( 4) nicht trifft. Kraft des Hilfssatzes 1 
haben alle Mengen FE H(Z,) gemeinsame Punkte mit der Menge, 
die aus L und aus dem Abschnitte [P, Q] besteht. 

Daraus geht unter der Berücksichtigung des Teiles II dieses 
Beweises hervor. dass — von einem gewissen v angefangen — alle 
Mengen FEH(Z,) gemeinsame Punkte mit |Р, Q]. also auch mit 
der, den Abschnitt [P, Q] enthaltenden, Umgebung Q besitzen. Da- 
mit ist der Beweis beendet (Vgl. 8 1, 9). 


Satz 3. Die Voraussetzungen des Satzes 2 wollen wir auf- 
rechterhalten. 


Mit 7, (u) beze:chnen wir den Durchschnitt der aiisseren Grenze 
von H(Z,) (Vgl. 8 1, 6) mit der Ebene x = u. Mit m, bezeichnen 
wir das Maximum des Durchmessers von 7, (м) im Intervalle 
а <= и <= b. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür. dass durch 
den Punkt A genau eine Integralkurve des Syste:ns (5) hiudurcb- 
goht beruht darauf, dass m, gegen Null konvergiert. 

Beweis. Bezeichnen wir mit D,(u) den Durchschnitt der 
Róhre H(Z,) mit der Ebene x — v. 

Der Durchmesser von Т, (и) ist ersichtlich gleich dem Durch- 
messer von D,(u). Die Schwankung ?) der Schar von [ntegralen die 
zu H(Z,) gehören ist also gleich m,. Somit ist unser Satz zu ei 
nem früher von uns bewiesenen Satze?) zurückgefürt. 


1) Q bezeichuet eine Umgebung des Punktes P welcher der Grenze 
von H(A) avgehórt. 

*) Math. Zeitschrift, Band 35, S. 554, $ 2a. 

3) Ibidein S. 8 561, Satz 4. 


Sur l'unicité et la limitation des intégrales 
des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre. 


Par 


Stanislaw Turski (Kraków). 


А. Haar!) a établi un théoréme sur l'unicité et l'appréciation 
des intégrales de l'équation 


(1) р = f (2, Y, г, dl 

M. Rosenblatt?) a démontré, par la même méthode, plusieurs 
gónéralisations de ce théorème. M. Ważewski3) a démontré, par 
une méthode différente de celle de Haar, des théorémes sur l'uni- 
cité et l'appréciation des intégrales de l'équation 


P= f (£, Уу, Men, Yn % dns 9). 

En nous servant de cette méthode nous montrons que les résultats de 
M. Wazewski subsistent sous des conditions plus générales. M. Wa- 
żewski suppose par exemple que, dans le théoreme 2, l'inégalité 
(17) a lieu dans un ensemble à 2n +2 dimensions de l'espace 
des points (7, fu... Man 2; 1,۰۰, x). Nous montrerons qu'il suffit de 
supposer que la méme inégalité a lieu dans un ensemble à n-+2 
dimensions 4). 

1) „Comptes rendus“ 2, VII, 1928 et „Acta Lit. ac Scient, Univ. Szeged“ 
1928, t, IV, p. 108. 

3 Notes dans les „Comptes Rendus“: 20, X, 1930; 8, VI, 1931; 17, X, 
1932 et aussi „Bull. d. 1. Soc. Math. de Grèce“ T, XII (1931), p. 3 et „Rendic. 
d. R. Accad, N. dei Lincei" novembre 1932, p. 429. 

3) ,Rendiconti d, R. Accad. N. dei Lincei^ novembre 1933, p. 372. 

*) Présenté pendant la séance du 22.1. 1934 de la Soc. Pol, de Math, à Cra- 
.covie. Primitivement nous avons remarqué qu'il suffisait de supposer que les 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. ХІІ. 6 
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L'exemple suivant expliquera le caractère de notre générali- 
sation. Supposons que dans l'ensemble (4 quatre dimensions) 
(2) Deeg cJ] Lzzysd— Lx, q et z quelconques 
où 
SR eger zm d 
кое» ) a 9 L 


on ait 

(3) IJ (2, у, 2, 9)| Lal + klel 

k étant une constante non négative. Soit Ф (2, у) une intégrale de 
l'équation (1) qui pour z— 0, с yd remplit l'inégalité |p (0, alle 
< Л (h fixe). Ceci etant g(z, y) remplit (d'apres Haar) dans Pen- 
semble (2) l'inégalité |p (x, y) < he. Or, de notre théorème 2 il 
résulte que l'inégalité précédente subsiste lorsqu'on suppose que la 
relation (3) a lieu dans les trois ensembles à trois dimensions. 


(E) О<ух< а, c+Lxe<y<d— Za; q=0, z quelconque, 

(E) Dee d у = с + Lx ; 2 et д quelconques, 

(Es) 0<x<a, ==? ; 2 et у quelconques. 
L'ensemble E, est situé sur l'hyperplan à trois dimensions: 


9 = 0. Les ensembles Æ, et E, appartiennent respectivement aux 
hyperplans (à trois dimensions) y = c+ Lx et y =d — Lx. 


8 1. Notations. Nous désignons par T l'ensemble des points 
(£, 41,۰۰۰, Hal pour lesquels on a 


(T) 0sa<a c+Le.e<sysd,— Lo (v—1,2,...,n) 
ой 

L,290, с, e Ga 2L,a<d,—c,, 
Nous subdiviserons 7 еп certains sousensembles D(a;,,...,y,). Soit 
Gun © Basses By Vase.» Ye (Tr Fs = n) une permutation des nom- 
bres 1,2,...,Y. Nous désignons par 


(4) C (a, ..., 0,5 Bu Vas.) A 


l'ensemble des points (2, gu... Yn 2,91,...,9„) qui satisfont aux re- 
lations: 


inégalités des théorèmes 1, 2, 3 aient lieu dans un ensemble à Zn-|-1 dimen- 
sions. C'est M. Ważewski qui a observé que nos raisonnements permettaient d'a- 
baisser le nombre de dimensions en question à n + 2. 
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(6) da, == О, 

(7) Jg, = 6, F Lia 2, 1687 — -., 5] 
(8) yy, Zd, — L, x, (t= 1,...,t) 
(9) z quelconque 5). 


Le système d'équations (6), (7), (8) représente un hyperplan à n +2 
dimensions, car ces équations sont au nombre de r--s--Hż=m. L'en- 
semble (4) est situć sur cet hyperplan, il est done un ensemble 
a n-|-2 dimensions. La somme de tous les ensembles (4) que nous 
désignerons par 


U 


est donc aussi à » + 2 dimensions. Désignons enfin par 


(10) ТА todas solos Yis- -s Ye) 


la projection de l'ensemble (4) sùr l'hyperplan à n + 1 dimensions 
passant par les axes x,7,,...,y,. Cet ensemble est défini par les 
relations (5), (7) et (8). La somme de tous les ensembles (10) donne 
évidemment le polyédre Т. Les différents ensembles (10) représentent 
manifestement ou l’intérieur du polyedre T ou ses faces à n di- 
mensions ou ses faces à m — i dimensions etc. ou enfin ses faces 
à 1 dimension (arêtes). 


8 2. Voici un lemme plus précis qu'un lemme analogue de 
M. Wazewski?) 


Lemme. Soit p une fonction possédant dans 7 (v. plus haut) 
des dérivées partielles continues du premier ordre. Désignons par 
М(и) le maximum de la fonction Фф considérée sur la section S(u) 
de 7 par le plan z= u. Désignons par М; (х) la dérivée à droite 
de la fonction М(х). Ceci étant, il existe sur la section S(x) un 
point Pí(z,yj,...,9,) tel qu'on a 


= a qui 


(11) M^ (x) = 


(12) M (e) = 9( Ap 
5) П y a aussi à considérer les cas: I) r=p, П) s=n, III) ¿=n ainsi 
que les cas où un des nombres r +8, s-]-f, t-]- r serait égal à l'unité. Dans cea 
cas la définition sera analogue, Der exemple dans le сав I on supprimera les re- 
lations (7) et (8) et on obtiendra l'ensemble désigné par C(a,,...,a,; 0; 0) = 
— (le 0): 
6* 
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et qu'en même temps le point de coordonnées 


ad 9g(P) 
(13) T. Yis ‚ул, Ф(Р), ду, AAT dy. 
appartient a U. Une propriété identique subsiste pour la dérivée 
à gauche ЛГ (x). 
Démonstration. L'existence du point P vérifiant (11) et (12) 
a été démontrée par M. Ważewski 3). Il reste à prouver que le 
point (13) appartient à U. Or le point P appartient à un certain 
D (a,,...,0,5 В,,:..,8,; yy, y?) Les relations (5), (7) et (8) sont done 
vérifiées. Il reste à prouver l'égalité (6). Considérons la fonction 
g(z, Yı,,-- Mao at Th Уа одат" Hal de la variable 7. Elle prend la valeur 
maxima pour N = Ya, (cf. (12)) et cette valeur Ya, est située à l'in- 
2 p(P) 


> = U et c’est 
Ya 


térieur de l'intervalle (5). П en résulte que PE — 
e 
ce qu'il fallait démontrer. 


La démonstration pour H (x) est analogue. 
Théoréme 1. Admettons que fonction figurant dans l'équation 


(14) 22 ole, le) 


soit continue dans la bande (ouverte à gauche) 0 < zx < а, 2 zz 0). 
Supposons que l'équation (14) admette une intégrale unique у(х) 
pour laquelle y(0)= у (0) = 0 et supposons que cette intégrale 
soit identiquement nulle dans l'intervalle 0 < x < a. Considérons 
l'équation 


GE: Op дг CZA 
(15) as \ayı Yn 2 37 2v, 


et supposons que pour les points: 1?) appartenant au domaine d'e- 
xistence de / et 2°) tels que le point auxiliaire 


T, Mix Ya; qı — Q1 9% c= Ga, dn — Qa 
appartienne à l’ensemble à n + 2 dimensions U (cf. 8 1), on ait 


|f (z, Viu 2, 91.۰۰۰9 Qn) — Zë iyu qu Qn)| = 


(16 un чый, À 
< 3 1.15, — 9.14 o(s] — 2l). 
vll 
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Soient v, et V, deux intégrales de (15) qui sont identiques 
sur S(0) (cf. les notations du lemme) et possèdent dans 7' des dé- 
rivées partielles continues du premier ordre. Ceci étant, y, et w, 
sont identiques dans 7° 


Démonstration. Grâce à notre lemme la démonstration se 
déroulera exactement de la même façon que chez M. Ważewski3). 
Nous posons Фф = WY, — vy, еі formons la fonction M(x). Sur la 
section S(0) subsistent les identités ф = 0, p, = 0, py, = 0 et par 
suite, en vertu de notre lemme, on aura M (0) = №, (0) = 0. En 
rapprochant les relations (11) et (16) nous aurons M, (z)<o(z,| M(x)|). 
Il s'ensuit) que M(z) << 0 (pour O zz < a). On а par conséquent 
ф < 0, dans 7. En appliquant enfin ce raisonnement à la fonction 
— ф == V, — Y, nous voyons que — 9 «- 0 dans T. c. q. f. d. 

D'une facon analogue nous démontrerons les théorémes: 


Théorème 2. Supposons que la fonction o(z, |2|) soit continue 
dans la bande (fermée à gauche) OS x < a. Soit k > 0. Désignons 
par ó(x) l'intégrale supérieure, issue du point 2 — 0, z= k, de 
l'équation (14) et supposons que &(x) existe dans l'intervalle 0zzz — a. 
Supposons que, pour les points du domaine d'existence de f qui 
appartiennent à l'ensemble à n + 2 dimensions U, on ait: 


(47) far ук Ben 2 91---,91)| S aun 19,1 + o(z, |2|). 
УП 


Soit enfin Фф une intégrale de (15) possédant dans 7 des dérivées 
partielles continues du premier ordre et vérifiant sur S (0) l'iné- 
galité |р|<< К. 

Ceci étant, on a |p| < (x) dans T. 

Théorème 3 Gardons pour f l'hypothèse du théorème 1 et 
pour c celle du théorème 2. On aura pour deux intégrales g et w 
de (15), possédant dans 7' des dérivées partielles continues du premier 
ordre, l'inégalité |p — у < (x) qui subsiste dans T pourvu que 
lp — v| s k sur S(0). 

Remarque. Les théorémes précédents et le lemme peuvent 
être étendus au cas où 7 n'est pas un polyédre. Soit par exemple, 


s) E. Kamke: Über eindeutige Bestimmtheit der Integrale von Differen- 
tialgleichungen. Sitzber. d. Heidelberger Akad. 1930. 17 Abh., p. 8. 
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dans le cas n = 1, T l'ensemble défini par les inégalités: 
0<r<a 
g(x) S у << h(a). 
Nous supposons que l'on a, dans intervalle 0< 2 <a, les relations: 
g(x) <ha) 9 (0) 20, k(x) <0 
les dérivées g'(x), k'(x) étant continues. 
Remplaçons dans le théorème 2 l'inégalité (17) par les inégalités: 
JG у, 2,0)| < gie 2) lorsque g(z) < y < h(x), 
flz,y,2,9)| < olz, |z|) + 1A Cr) a lorsque у = (ж), 
Lf @, у, 2, DiS ola |2|) + 19 (2) o lorsque y = g(2). 
En conservant relativement à g et c les autres hypothèses du 


théorème 2, nous coneluons que |p| < &(x) dans T. 
Cette remarque peut être étendue au cas x > 1. 


Instytut Matematyczny U. J. Kraków. 


Sur les coordonnées polaires sur 
une surface. 
Par 
St. Gotab (Kraköw). 


Soit V,1) une surface plongée dans l'espace euclidien à trois 
dimensions R, représentée sous la forme paramétrique 


(1) yo (ur us MM AERO" 


Définition. Nous dirons que la représentation paramétrique 
(1) de la surface V, est de classe C"(» zz 1) dans un domaine (D) 
lorsque les deuxièmes membres des équations (1) possèdent, dans 
ce domaine, des dérivées partielles continues de l'ordre n par rap- 
port à u! и? et lorsque le rang de la matrice 


gen ` (a—1,2, d 
Du | (2 = 1,2 


(2) 
est égal а 2. 
Soit P, un point intérieur de V,?) Admettons que les con- 
ditions de régularité soient suffisantes pour l'existence des lignes 
géodésiques sur V,*) Considérons les géodésiques issues de Р, et 
désignons par g, une géodésique quelconque de cette sorte. Consi- 
dérons ensuite sur V, un système local des coordonnées polaires 
(s, 0) en choisissant P, pour póle; s représentera, par conséquent, la 


! Nous désignons par У„ un espace riemannien à л dimenaions, 
з) Cela veut dire que P, correspond a un couple de valeurs u! u? ou (ut, и?) 
0 0 0 0 


est un point intérieur du domaine (D). 
3) Voir $ 3. 
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longueur de la géodésique joignant le point P) avec des points P 
suffisamment voisins‘) et Ө désignera l'angle 


(3) 0< 0 < 2л 


contenu entre cette géodésique et la géodésique go. 

Les coordonnées polaires sont bien commodes dans maintes 
questions et ne présentent pas de difficultés tant qu'il s'agit des 
surfaces analytiques. En supposant cependant uniquement que la 
surface V, est de classe C" on est obligé de soumettre l'ordre de 
la régularité de la représentation polaire à un examen spécial. C'est 
cé qui constituera l'objet du présent travail destiné à l'approfondis- 
sement des fondements de la géométrie différentielle classique. 

Je me suis intéressé à cette question au cours d'une conver- 
sation avec M'* J. Dymnicka. 

S 1. Si la surface V, est, dans une représentation paramé- 
trique w, de classe C! elle le sera dans toute représentation résul- 
tant de la précédente par une transformation 


(4) ш = ufu, u?) (i — 1, 9) 


de classe C!, c.à-d. transformation pour laquelle les dérivées e 
дщ“ 


sont continues et le jacobien 
(5) dE 2 


n'est pas nul. Observons que, au cas des transformations w —> w de 
classe C! certains objets géométriques‘), relatifs à V, sont bien 
déterminés. П en est ainsi pour le tenseur fondamental (ou métrique) 
de cette surface, tenseur dont les composantes ont la forme 


3 
Qao yug 
(6) ga — Jui Duż er): 


a=1 


*) Toutes nos considérations ont un caractere purement local bien que des 
recherches sous un aspect général ont été faites dans cette direction. Cf. p. ex. le 
beau travail de M. L. Bieberbach, Über Tchebychefsche Netze auf Flächen 
negativer Krümmung, sowie auf einigen weiteren Flächenarten, Sitzungsber. der 
Preuss. Akad, d, Wiss. 23 (1926), 294—321. 

5) D’apres la terminologie introduite par Veblen et Schouten. 

6) Les composantes g,,, 9, 9,, de се tenseur sont désignées dans la géo- 
métrie classique respectivement par E, F, G. 
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La matrice (2) étant d'ordre 2, il en résulte en vertu de l'identité 
de Lagrange que 


(7) 9 = ui Gas — (912) > 0. 


En supposant que V, est, dans une représentation paramétrique, 
de classe C?, on pourra déterminer les symboles de Christoffel 
de la première et de la seconde espèce qui peuvent, comme on le 
sait bien, être considérés comme paramètres d'un déplacement pa. 
rallèle sur la surface 7). On pourra aussi déterminer le deuxième 
tenseur 4,5) (dont les composantes représentent les coefficients de 
la deuxième forme différentielle fondamentale de la surface V,). 
Ce tenseur permettra de déterminer la courbure de Gauss et la 
courbure moyenne de V,. Il sera intéressant de remarquer (ce qui 
n'a été observé par personne — si je le sais bien —) que la défi- 
nition tensorielle de la courbure de Gauss au moyen du tenseur 
de courbure et du tenseur de Ricci’) nécessite la régularité de 
classe C* de la surface V,. Ceci provient de ce que tout espace 
riemannien à deux dimensions est forcément un espace d'Einstein!9) 
ce qui n'est pas juste pour les espaces à plusieurs dimensions. 

Il est inutile d'ajouter qu'en examinant la géométrie d'une 
surface de classe C? on doit se restreindre au groupe de transfor- 
mations des coordonnées, groupe qui est de classe C?, Une restric- 
tion allant plus loin est nécessaire pour les surfaces dont l'ordre 
de régularité est plus haut. 

8 2. Pour la surface V, qui est de classe C! (dans une re- 
présentation paramétrique u), on peut, au voisinage d'un point quel- 
conque intérieur Fy, déterminer sans ambiguité une des deux orien- 
tations possibles dépendant du système des coordonnées curvilignes 
w. Ceci est possible par la détermination du bivecteur non nul sur 
V, en point Р,. On dit qu'un vecteur v? issu du point P, est situé 
sur la surface V,, lorsque il existe dans le plan des variables vi 


7) Au sens de M. Levi-Civita. 

8) On emploie pour les composantes de ce tenseur des notations L, M, N 
ou D, D', D''. 

9) Cf. p. ex. J. A. Schouten, Der Ricci-Kalkül ou L. P. Eisenhart, 
Riemannian Geometry. 

10) Un espace riemannien est appelé l'espace d'Einstein s’il subsiste la 
relation Rx = сд où Ry est le tenseur de Ricci et o represente an scalaire. 
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un vecteur w' tel que 


(8) cm 26 24], (a — 1,2, 3). 


Chaque vecteur op situó sur V, peut être ainsi caractérisé par ses 
„composantes planes“ w'. Grâce à l'hypothèse sur le rang de la matrice 
(2) le vecteur v^ ne sera pas nul lorsque 2 |w'| > О. Deux vecteurs 
і 
v^, v* seront linéairement indépendents lorsque les vecteurs, corres- 
1 2 
pondants 20/, w' le seront. Un couple ordonné de vecteurs linéai- 
1 2 
rement indépendents détermine un bivecteur non nul b^ = wl „A, 
1 2 
Considérons, en un méme point w = u deux bivecteurs non nuls 
0 
b* — wlw, b* — ww". Les vecteurs w, w étant linéairement indé- 
4 1 2 


1 W 2 2 3 
pendents on aura les relations 


(9) w= aw + gw, w=aw + Ви 
3 3 1 3 2 4 4 1 4 2 
et les relations réciproques 
(10) ° w == аю + Во, w = au + Bw. 
1 13 2 2 3 2 4 
Mais lon a 
wi, w? | = |01, и? || а, 8 |, |w,w|=|vwiu*|| a, 8 
(11) 1 1 3 3 1 1 3 3 1 1 
wi, w? ol, и? || a, В wl, w? w1, ш? || а, 8 
4 4 2 2 4 4 2 2 4 4 2 


Les bivecteurs b, b étant non nuls il en résulte que les deux dé 
1 2 


derminants: 


(12) 


1921 
CH, @, В a, 6 


п) Nous nous servons de la notation de M. Schouten (cf. ?)) 


ww = (ww — ww). 
1 2 1 2 1 3 
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Les bivecteurs 5^, 5" seront considérés comme possédant la même 
1 2 


orientation ou des orientations opposées suivant que le signe des 
déterminants (12) est positif ou négatif; c'est une propriété géo- 
métrique c.-à-d. invariante par rapport aux transformations du 
système des coordonnées (4). Ceci est manifeste, car les valeurs 
a et 8 dans les formules (9) et (10) ne changent pas lorsqu'on 
remplace w par w. La totalité des bivecteurs se répartit ainsi en 
deux catégories, chacune composée des bivecteurs de la méme orien- 
tation. Chaeune de ces catégories est parfaitement déterminée lorsqu'on 
se donne un bivecteur non nul; l'orientation du plan (и) correspon- 
dant à chacune de ces catégories sera aussi ainsi déterminée. En 
disposant, dans le plan (и), d'un systeme de coordonnées w nous 
attribuons par cela méme un róle privilégié au couple de vecteurs 


unitaires e'(1, 0), ei, 1) c.-à-d. au bivecteur E^ = elel! et nous spé- 
1 2 1 2 


cifions ainsi l'orientation du plan (u). Comme | e!, е? | == 1, donc le 
1961 
en ез 
| 2 2 
bivecteur du couple (w', w’) possède la même orientation ou l'orien- 
1 2 


tation opposée suivant que le determinant | 201, w3 | est positif ou né- 
1 1 


w”, EN 
2 2 

gatif. L'orientation du plan (u) ainsi obtenue dépendra évidemment 

du système des coordonnées w et elle changera ou non, suivant que 

le jacobien À de la transformation est négatif ou positif. Ceci ré- 


sulte de ce qu'en désignant par w” les composantes du vecteur w' dans 
& k 


le systeme de coofdonnées (#) on aura dans ce système l'égalité 


(14) 101, wa | == | 01, w| A. 
1 1 1 1 
201, 10% wi, w? 
2 2 2 2 


L'orientation du plan (м) prescrit automatiquement l'orientation de 
la surface V,. Au couple des vecteurs unitaires e, e dans le plan 
TS 


(и) correspond le couple des vecteurs 


и On: 
aż) p "ow 


(2 = 1,2) 


dont le bivecteur détermine l'orientation de la surface V}. 


92 


L'orientation locale de V, étant donnée, on peut définir la 
notion de l'angle orienté contenu entre deux vecteurs non nuls issus 
d'un point P, de notre surface. Soient vi et и’ leur composantes 


„planes“. L/angle © (non orienté et dont la valeur n’est pas par- 
faitement déterminée) contenu entre ces vecteurs satisfait à la rela- 
tion bien connue 
(Iino w w^ 
1 2 


16 cos Ө == .—————————————— EE w, 10 12), 
(16) serre И иш 
1721 LU A 


Si nous voulons obtenir l’angle orienté et parfaitement déterminé 

(relativement à l'orientation choisie sur V,) contenu entre ces vec- 

teurs (formant un couple ordonné w, w) nous sommes obligés de 
nem 


le définir par l'égalité suivante: 


(17) Ө = (1 — є)л + e are cos f (w, w), 
e 
où € est égal à -]- 1 ou — 1 suivant que le déterminant 
101, w” 
8 m 
(18) gege 
2 و‎ 


est non négatif ou negatif. Il se présentera quatre cas suivants sui- 
vant que le déterminant (18) est 1°) positif, 20) negatif, 3°) nul et 
f (16, и) — 1, 4°) nul et / (20, 4*) == — 1. L'angle © qui est ainsi par- 
1 2 1 2 
faitement déterminé satisfait à l'inégalité (3). 
8 3. Au cas où la surface V, est, dans la représentation pa- 


ramétrique (1) de classe C?, on peut, suivant la remarque du $ 1, 
former les symboles de Christoffel de la deuxième espèce, 


k 
(19) Lil = $ 9* [8,9 + 99и — 9.91], 


ой g" représentent les composantes contravariantes du tenseur mé- 
trique, et д, représente — sous une forme abrégée — l'opérateur 
0/0w. Ainsi nous pouvons donner une définition formelle du système 


13) Le signe de sommation est omis (d'après Einstein) en tous cas quand 
on doit étendre la sommation à deux indices, un de ces indices étant contra- 
variant, le deuxieme covariant. 
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des géodésiques sur la surface V, de la façon suivante. Nous en- 
tendrons par géodésiques les courbes 
(20) и! = u'(s) (uq 
qui satisfont aux équations différentielles linéaires du second ordre 
GEN OM C EEUU зы 
ds? ' dj) ds ds ` 
Nous laissons à part la relation entre plusieurs définitions connues 
des géodésiques en adoptant cette définition formelle (qui n'est pas 
géométrique). On peut démontrer que cette définition est intrinsèque. 
En supposant en plus que la surface est de classe C? (il suf- 
firait de supposer qu'elle est de classe L? c.-à-d. que les dérivées 
du second ordre des deuxiemes membres des relations (1) satisfont 
à la condition de Lipschitz) on peut démontrer (une démonstra- 
tion rigoureuse a été donnée pour la première fois par M. J. Н. C. 
Whitehead!5) que deux points suffisamment voisins se laissent 
joindre par une seule géodésique située dans le voisinage envisagé. 


(21) (k = 1, 2). 


$ 4. Le paramètre s représente la longueur de l'arc de la géo- 
désique lorsqu'on suppose que 
du dw 
22 Et. 
U Ja de ds 
Observons que cette relation subsiste pour tous les points de la 
géodésique lorsqu'elle subsiste en un seul point: 
du da _, 
(29) U^ Ae ds], — | 
3 E | М dw dut 
Ceci résulte facilement de ce que l'expression  — Ou Wa ją Te 


présente un scalaire et que 


bah du! du* dw , (dw, 5 dw dutyi) 
(24) D(g)— D(gu) = eqs ЛА gag; P Kä = 204 ds U ES 


car D(g4) = 0. Mais on a 


k k RM 
(25) = RE йи? 


ds] ds? 


13) J. H. C. Whitehead. Convex regions in the geometry of paths, 
Quarterly Journ. of Math. Oxford Ser Vol. 8, N. 9 (1932), 33—42. 
14) D est le symbole de la dérivation covariante. Cf. J. A. Schouten, l. c. ?). 


94 


{ Ё 
et par conséquent on а pour la géodésique D (2. = 0 c.-à-d. 


D'p) = 0. Comme D(p) = E on obtient done g = Const., ce qui 


prouve que la relation (22) Saus de la relation (23). 


8 5. Nous supposons dans la suite que la surface V, est de 
classe C3. 

Nous mettrons les équations des géodésiques sous une autre 
forme en intégrant les equations (21). En posant 
du* 
2 = гг 
(26) Uem дБ 
nous voyons que le système (21) est équivalent au système des 
équations du premier ordre 

du? 0 e (5 


(21) —— == 7 


dE EFF ut ef (P= 2) 


à quatre fonctions inconnues u”, u? w1. w? que nous désignons par 
raison de symétrie par 


(28) JO BE D BE 


Le système (27) revétira donc la forme 


dy; | | CES 
(29) E == f,(8: 11, Ya, Уз, 14) ОЖ Уз, Ya; Ya) (= 1, 2, 3, 4) 


où 


ń=w л и + als, oo 


fie Һ=— [МГУ и} 


(30) 


0 
Les valeurs initiales y' déterminent une solution unique du système 
(29) que nous exprimerons au moyen des ,fonctions caractéri- 
stiques“ 15) 


(31) y; = ф{(5|0ў 14, Nes Ne 774) (i = 1, 2, 3, 4). 


15) Nous les appelons ainsi d'apres M. E. Kamke, .Differentialgleichungen 
reeller Fuuktionen 1932, p. 154. 
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Les deuxièmes membres de ces équations représentent la solution 
du système (29), solution qui pour s = о prend la valeur y, = 7. 
Pour que les équations 


(32) u = deg Na, Mes Na) ) = 1, 2) 


considérées pour 0, 75, Nas Na, Na fixes et s variable représentent une 
ligne géodésique il faut et il suffit que le point (7,,75) soit situé 
dans le domaine où les deuxièmes membres des équations (1) sont 
déterminés et que la courbe (32) ne se réduise pas à un point, ce 
qui est équivalent à ce qu'ait lieu l'inégalité 


(35) в + Im > 0. 
Supposons en effet que 218 0 pour ¿= 1, 2. П en résulte 7, = n, = 0 
саг 
__ (401 — E Pa 
(34) Ne e Js Won E 


Réciproquement, supposons que 7; = 0, 7, = 0. Nous aurons 
ОП EOS ae. е 
alors pour Pes "s E == (Giro Nitz ais = О d'où en vertu du 
g 


5 4 résulte l'identité suivante en s: 


1 dq; dg, 
EN De ds ds — > 
ce qui conduit à l'identité T = car la forme g45'5" est positive. 


$ 6. Choisissons sur la surface V, un point intérieur P, cor- 
respondant dans le système w aux valeurs w =w. Sans effet sur 
0 


la généralité des résultats on peut se borner au cas 
(36) w = 0 We) 
0 


car les relations (36) peuvent être obtenues par une transformation 
linéaire (donc de classe de régularité arbitrairement grande) du 
système des coordonnées. 

Nous appellerons rayon géodésique (issu du point P,) la partie 
de la géodésique définie par les équations 


(37) w = g,(s|0; 0, 0, тз, na) pour sz0 @ = 1,2). 
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On démontre facilement que le point P, constitue l'origine des 
rayons géodésiques (s — 0) et que les deux rayons géodésiques 


(88) | w = (5 0; 0, 0, ms, ma) 
| u = p{s|0; 0, 0, — 73, — 7%) 


appartiennent à la même géodésique passant par 7. 
Supposons que les nombres 7g, 7, satisfassent à la relation 


(39) A(n)? + 2n 2, + (mm) = 1 18) 
oü, pour abréger, nous avons posé 
(40) dom gıı UL, 0). u = 912 (0, 0, Y=ga (0, 0). 
Nous avons 
d dë d dg, _ 
(41) Jir (Pı; Pa) as da Ж 1 


et en raison du $ 4 nous en déduisons 


(42) qu (1 (8), Pa (8)) =” = 1. 
De là il résulte que, dans les équations du rayon géodésique, le 
paramètre s représente l'arc alors et seulement alors que subsiste la 
relation (39). Si les nombres 7; et 7, ne remplissent pas la con- 
dition (39) mais vérifient l'inégalité (33) alors, dans les équations (32) 
de la géodésique le paramètre s ne représente pas l'arc, il est ce- 
pendant déterminé à une transformation linéaire d'are pres et dans 
les équations (37) à une transformation linéaire et homogene prés!) 
Supposons que les nombres 7g, 7, verifient la relation (39). 
Comme pour P, on a s = О et comme szz 0 il en résulte que le 
paramètre s représente la longueur de la géodésique joignant le point 
P de coordonnées u == ф,(510; 0, 0, 74. 7,) au point P, c.-à-d. qu'il 
représente la distance géodésique du point P au point P, 


$ 7. Choisissons un rayon géodésique go issu du point P, et 


0 0 
déterminé par le choix des nombres 7s, 7,. Nous supposons en 
plus que 


(43) Am) + um + (na): = 1 


16) De la résulte en particulier que l'inégalité (33) est vérifiée. 
15) Voir p. ex. L. P. Eisenhart, |. c. 9) p. 51. 
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ce qui — comme nous l'avons vu plus haut — garantit que le para- 
metre s représente la distance géodésique du point variable P du 
rayon ф au point P,. Soit Ө un nombre jouissant de la propriété (3) 
et envisageons un rayon géodésique g déterminé par les nombres 
Ns, N, qui sont donnés par les relations 


0 
Ns = 1з(0) = Na сов Ө — A sin 0 


(44) 
| Mi = 1,(0) = o cos 0 Lu sin 0 


oü, pour abréger, nous avons posé 
(45) V= И س‎ u? 


0 0 0 0 
(46) a = Ans tum В = ит rm 
Nous affirmons que l'angle orienté contenu entre les rayons g, et g 
est égal 8 Ө. Nous démontrons d'abord par un calcul facile que les 
nombres 7g, N, définis par les relations (44) satisfont à l'équation (39). 
Comme l'on a 


Ie eem dpa) __ 
(49) (2) = i KS [s 


nous constatons que l'angle orienté w contenu entre les rayons g, 
et g vérifie la relation 


0 0 0 ü 
(48) сов © = À 773 Na + (TNs Na + nm) + PNN 


Par un calcul élémentaire nous parvenons au résultat: 


(49) сов w = сов б. 


Soit w le vecteur de coordonnées Gei w le vecteur de coordon- 
nées Fe (8), q,(6)). Nous constatons que 


wl, w? es sin 6 
1 1 |=| NN TEEN 


(50 
(50) w’, wi VEUT 

2 2 

Comme l’on a (cf. 5 2) 

(51) w = (1 — є)л + € arc сов [cos 6] 

done nous obtenons: w = 0 pour 0 = 0, w = п pour 0 == л dans 
le сав sin 0= 0. Si 0 < 0< л le déterminant est positif et par 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XII. 1 
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suite є==1 et O< w < л. Si л < 0 < 2л, ce déterminant est né- 
gatif et par conséquent e=— 1 d'où rn <w<2n. Ceci rapproché 
à l'égalité (49) donne la conclusion 


(52) o = 6, 
с. q. f. д. 


& 8. Introduisons maintenant les notations suivantes: 


(53) О, (s, 9) = 9, (510; 0, 0, 1], (0), 74(0)) 
Q, (s, 0) = Pa (|0; 0, 0, 7, (8), Na (8)) 


et considérons la transformation déterminée par les équations 


[w == Q, (з, 6) 


54 
) | u2 = Q, (з, б) 
dans le domaine 
(55) [ 0 s « 6, 
| 0< 0< 27. 


où б désigne un nombre positif suffisamment petit. La représen- 
tation paramétrique x’ de la surface V, étant de classe C’, les sym- 
boles de Christoffel possedent des dérivées partielles du premier 
ordre continues. Les deuxiémes membres des équations (29) possé- 
dent donc (cf. (30)) des dérivées partielles du premier ordre (cal- 
culées relativement aux y,) continues et d’après un théorème connu!) 
les deuxièmes membres des relations (31) possedent, relativement 
aux variables 7,, des dérivées partielles du premier ordre continues. 
Des relations (47) et (58) il s'ensuit que 


A) __ IQA _ 

(96)... ESP ns (6), (зе) = na (0). 
De la définition des fonctions g,, Ф, il résulte en plus que 
(51) | pı (010; 0, 0, тв (8), z (8) = 0, 

Ф, (0 10; 0, 0,.7; (8), 7, (0)) = 0 
d'ou l'on obtient 

30 29) 2 
= et 


18) Voir p. ex, E. Kamke. |. c. !*) p. 164—166. 
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Des équations (56) et (58) il résulte qu'en désignant par A le ja- 
cobien de la transformation (54) 


| Oui ðu! 

EU rir 

(59) Du? ди? 
2s’ 20 


nous obtenons 


(60) A(0, Ө) = 0. 


La transformation (54) possède done des dérivées partielles du 
premier ordre continues, elle est cependant singulière au point P, 
car (A), == 0. Nous affirmons que, dans nos hypothèses (la surface V, 
est dans la représentation paramétrique w de classe C3), on a pour 
les points du domaine 


0Ls<d, 
61 0 < ó, ZS 
(61) organi) (0 < à < ô) 
l'inégalité 
(62) A(s, 0) > O. 
Pour le prouver posons 
(63) | 2, (5, 8) == 81]; (8) ar Ti (5, 6), 


|0, (8, 6) = sq,(6) + т, (s, 6). 
H, Q, possèdent relativement à s et 6 des dérivées partielles con- 
tinues du premier ordre et les fonctions n,(6), 7,(6) sont analyti- 
ques. П en résulte que les fonctions r,(s, 6)(ż = 1,2) possèdent, 
dans le domaine (55), des dérivées partielles continues du premier 
ordre. Des relations (63) il s'ensuit que 


A, 8) = \ль(б) +, ri(8)s+ Ga | 


al : af 
Ma (0) + « , n (6)s + > 


Remarquons maintenant que de (56) et (58) il résulte qu'ont lieu 
les relations 


(64) 


Or, Or, 
P { M 0 E and f 
(65) E | = 0, E | = pour i=1,2 
Nous affirmons que l’on a en plus 
Е | д Y, : 
„EE A ج‎ 1 
G9 кү, s 20 р Rn 


VL. 
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et ceci uniformément par rapport à la variable Ө. Pour le démontrer 
observons que les fonctions (31) possèdent des dérivées partielles 
continues du second ordre 

die, = 
(67) Ф; [Б == E Là 


EE i 120 


En effet, en remarquant que les fonctions f; possèdent relativement 
aux y, des dérivées partielles continues du premier ordre et que 
les fonctions (31) possèdent relativement aux 7, des dérivées par- 
tielles continues du premier ordre nous en déduirons l'existence des 
dérivées (67) en vertu des relations 
Ip 
(68) 3. == (Фф. Par Pa Pa) (i = 1, 2). 
Leur continuité découle des égalités 
1 

Ip ' f, 0p, para 
(89) Эв д1 -X6G^ Ser à 

5 N; © Yk Лы Nj N; 


k=l 


( KE, | 
E 1,2,3, 47 
De cela et de la régularité des fonctions 7; (0), „(0) il résulte que 
les dérivées 

210, 
H Ds 00 
existent et qu'elles sont continues dans le domaine (55). Ceci entraîne, 
d’après un théorème connu de Schwarz, la conclusion que les 


dérivées partielles 


2° Q 
(84) 285; (i = 1,2) 
existent et que l’on a 
930, 2° Q, | 
(тә) 2698 — 9890 (2) 


Ceci étant, les relations (63) assurent, en raison de la régularité des 
fonctions 7, (6), 7,(6), l'existence et l'égalité des dérivées 


Or, EF 9%, А 
(73) 2083s = 2:920 (i = 1, 2). 


Mais de la premiere relation (65) il résulte que 


$220 


gir, | 
(74) (5535) — 0 (i = 1, 2) 


et par suite aussi que 


dir, = KÉ 
(75) (5925) = 0 (2 = LT 


La deuxième relation (65) donne, en vertu de la définition de la de- 
rivée partielle, la conséquence 


11 lêr 
(76) | -reM OEE Sal _ ls au. 


0008) s—>0 so S 00 
Des relations (75) et (76) résulte enfin (66). La convergence uni- 
forme de (66) par rapport à 0 résulte de l'égalité (76) et de la con- 
tinuité des dérivées partielles (73). En effet, dans le сав contraire 
on pourrait, pour un і donné (;—1 ou i= 2), indiquer deux suites 
convergentes 


(71) 5, ج‎ 0, 0, — 0, 
telles que s, > 0 et 
1 dr 
(78) EE: : SEE 
6-6, 


ой &, est un nombre positif. De là on aurait 


к ы Me ев 


Sn 


1 > | 
(79) A T 22 & 


е 
90 |, - 
où Q, est un point de coordonnées 0 = 6, s==k,s, où 0 <А, < 1. 
Mais Q,  P,(s = 0, 0 = do) et de l'inégalité (79) il résulterait la dis- 


. La difficulté qui pourrait se présenter 


À e ., Or 
continuité de la dérivée 56 zę 


au сав 6, —27 sera immédiatement surmontée lorsqu'on remarquera 
que les fonctions Q,(s,0) et leurs dérivées (72) sont continues dans 
l'intervalle fermé (0, 2л) et qu'elles possèdent, relativement à 6, la 


période 2л. 
Supposons maintenant que 
(80) 5 > 0. 
On а 
дт, 
260) — 9, (6) + 7 (б) — 57* (6) + 
(81) 


dr, 


ET |n ZI all 


T 


Tie |n + z|- 
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où W,(6) désigne le wronskien des fonctions 2, (6), 7,(8) 
1 


DO (CE) 
na (0), 7.10) М 
De la continuité des dérivées 4 et de la première relation (65) 


on obtient, en remarquant que les fonctions 7,(6), 74(6). 73(0), (8) 
sont bornées et en s'adressant aux relations (66) et (82), l'inégalité 


(83) Lin = W, DEE 19) 
s—>0 

De cela et de l'inégalité (80) résulte l'existence d'un à, > 0 pour 
lequel subsiste l'inégalité (62) dans le domaine (61). Au voisinage 
du point P, (P, excepté!) la transformation (54) est donc de classe C!. 
Le jacobien A étant en plus positif nous voyons que l'orientation de 
la surface au moyen du système des coordonnées (s, 0) (et non pas 
(0, 8)!) coïncide avec celle qui correspond au système des coordonnées 
(ul, и?). Remarquons que dans nos hypothèses les dérivées partielles 


220 2202, JQ, 


Gr 551 0500 2695 re 
existent mais nous n'avons pas la sûreté que les dérivées 

93 Q, 20) | 
(85) EID (i = 1,2) 


existent et nous ne pouvons done pas affirmer que la transformation 
(54) est de classe C*. En substituant les relations (54) dans les équa- 
tions (1) nous obtenons les équations 


(86) x* = х°[2, (s, 0), Qg(s;0)] = х®(5, Ө) (0% =s 243) 


c.-a-d. les équations paramétriques de la surface V, dans les coor- 
données polaires du point P,. La matrice 


19) Une formule analogue dans la géométrie de Finsler, mais sous des 
hypotheses plus restreintes, а été obtenue par MM. L. Berwald —P. Funk, 
Flücheninhalt und Winkel in der Variationsrechnung, Lotos — Prag 67/68 
(1919/20) p. 20. 

30) ТЇ est probable que les dérivés (85) existent. Si c'était le cas, le théo- 
reme que nous énonçons ci-dessous serait susceptible d'un enoncé plus précis. 
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dat dx 
35° 20| 
est (le point P, excepté) de l’ordre 2 dans le domaine (61). On le 
vérifie facilement. Du raisonnement précédent résulte le théorème 
suivant. 

St une surface V, est, dans une représentation paramétrique, de 
classe C3 alors elle est, dans la representation paramétrique (s, 6) de 
classe C! c.-à-d. elle posséde un ordre de régularité inférieur à celui 
de la représentation (u!, u?) de deux unites. 


(81) (a =1,2,3) 


8 9. En désignant par 9, les composantes du tenseur métrique 
dans le système des coordonnées polaires (s, 0) nous démontrerons 
que l'on a 
(88) Ju — 1, gie ==» == 0. 

En d'autres termes, le carré de la longueur d'arc dS? s'exprime 
dans les coordonnées polaires par la formule 


(89) dS? = ds? + G (s, 0)d0? (G == g,,). 


Bien que cette formule figure dans chaque cours de la géométrie 
différentielle, sa démonstration donnée dans les manuels que je con- 
nais renferme ou bien de considérables inexactitudes ou bien, tant 
qu'elle peut étre rigoureusement complétée, exige de hypothéses sur 
la régularité de la surface allant plus loin que les nótres. 

Afin d'établir les relations (88) nous partons des formules clas- 
siques sur la transformation des composantes du tenseur g,. Ces 
formules peuvent étre appliquées dans notre cas, car la transfor- 
mation (u!, u?) —> (s, 6) est de classe С! au voisinage du point Р, ?1). 
Nous avons donc 
(90) Ja = 9m Ai AR 
où les 4; constituent les éléments de la matrice formée par les 
dérivées partielles suivantes 

,| [out ды!) |90, 94 
(91) 4), A, |= om 90. ET. 20 
Qui ди? 20, 20, 
Әз’ 20| | Ә= 90 


41, А; 


1) Cf. St. Gołąb, Uber die Möglichkeit einer absoluten Auszeichnung der 
der Gruppe von Koordinatensystemen in verschiedenen Räumen, Verh. des Intern. 
Math. Kongr. Zürich 1932. p. 183 — 184. 
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On aura en particulier 


e 90,00,‏ ك 
Ju = Jakos Js‏ 


80, 90, Q, 20, m 20, DQ, 90, 90, 
Jia 917; 0s 00 + 92 ER 80 ' 8s 00 "932755 2s 30 


Adressons-nous maintenant a la relation (42) de laquelle il résulte 
en particulier que 


(92) 


20, 20, 
(93) Jaz; 2s = 1, 


ce qui rapproché aux relations (92) conduit à la première relation 
(88). Pour démontrer la deuxième relation (88) (g,, = 0) envisageons 
deux champs vectoriels suivants 


__ 29, __ 80, 
D E e SEE ФР. 
et déterminons l’invariant p au moyen de l'égalité 
(95) 9 == ga w at 


En désignant par D le symbole de la dérivation covariante, nous 
écrirons D ou D pour désigner la dérivation covariante le long des 
s 8 


courbes 6 == Const. ou s= Const. Mais, comme on le sait bien, 


(96) Dgu = 0, Dga = 0. 


En appliquant la dérivation covariante à la relation (95)??) nous 
obtenons 


(97) Рф = git Dw + w Dt}. 
Mais nous avons 
(98) Dw'—0 


parce que la courbe 6 == Const est une géodésique, le paramètre s 
représente son arc et vi est un vecteur tangent à la géodésique 23), 
Appliquons à la relation 
(99) gaw w* = 1 
33) C'est possible car, en vertu de nos hypothèses, les vecteurs Dw’ Du, 
$ 


0 
Dt, Di! existent, parce que leur existence n'exige que l'existence des dérivées 
0 


$ 
partielles (84). 
зз) Cf. p. ex. J. A. Schouten, Leg 
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(ef. (93) et (94)) l'opération D. Nous obtiendrons 
Ө 


(100) Jis w D w* = 0. 
8 
Mais de la définition des symboles D et D il résulte que 
$ 0 

4032, ү = 
ees ТИКЕ а, 52 
et 

2° О k\ 3Q, 20, 

kai k Pus Jal 

CAE + = a) 9s 90 


Des relations (101) et (102) il résulte en vertu de (72) et de l'iden- 
EC k k 
tité bien connue MEI | que 


ji 
(103) рї = ри? 
Ө 
ce qui avec (100) donne 
(104) ga w Di* = 0. 


Des relations (104), (98), (97) il s’ensuit finalement que 


ce qui conduit à la conclusion que, le long de la ligne 6 — Const, 
on aura фр = Const donc: 

(106) p = p(6). 

En considérant 0 comme fixe, supposons que s tend vers zéro. En 


vertu des relations (58) et de la continuité des dérivées partielles 
00, 20, 


5° gg Tous aurons alors & > 0 et раг suite 
(107) Lim 9(0) = 0, 

d’où il résulte immédiatement que 

(108) p = 0. 
Remarquons cependant que d'autre part 

(109) p = 912 *). 


La deuxième relation (88) se trouve ainsi démontrée. 


24) Le signe & signifie (d'après Schouten) que l'égalité n'a pas un ca- 


ractere covariant. Elle ne subsiste pas dans les autres systèmes des coordonnées. 
C'est manifeste parce que la composante g,, du tenseur у, n'est рав un scalaire. 
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Nous démontrerons encore que, dans nos hypothèses, a lieu 
la relation 


(110) Bi ше 


s—+0 $ 
En effet, de (90) on obtient: 

22, 20, 20, 9 Q4 
(111) G(s, D= ўы = on (54) + 29:39 38 T AEDE 


En vertu de (63) nous aurons done 


G(s,0 1 ðr ] 2. 
| ESE deg Al "Pise TN 
(112) 12 
1 Ké 
т (8) "E 8 28 0| 
Les fonctions g étant continues, on aura 
(113) Qu ^A. Ja У Ш, Is >V quand s— 0. 


Nous aurons d'après (66): 

G (s, 0) , „биб РЕ 
Cue A[n:(6)]? + 2и1(0)14(0) + v[9, (0) P. 

Un calcul facile nous donne en vertu de (43), (44), (45). (46) que l'on a 


(115) A[ns (8))* + 2 um (8)m (8) + 2 [mA (8) = 
et la relation (110) se trove ainsi établie. 


(114) Lim 
s—0 


$ 10. Supposons maintenant que la surface V, soit, dans la 
représentation paramétrique w, de classe C^*?(n 22 1). Les symboles 


de Christoffel LI sont alors de classe C^ et de la relation (30) il 


résulte que les deuxièmes membres des équations différentielles (29) 
sont de classe C" par rapport aux variables y,(ż = 1, 2, 3, 4). Ces 
deuxièmes membres ne dépendent pas de s, ils sont donc, relative- 
ment à s, de classe de régularité arbitrairement élevée. En raison 
d'un théorème connu ?5), les deuxièmes membres des relations (31) 
possèdent relativement aux variables 5, %1, 7, 73, 3 des dérivées 
partielles d'ordre » continues. En tenant compte du rang de régu- 
larité des fonctions (44), nous voyons que les deuxièmes membres des 


25) Voir E. Kamke, 1. c.!5) p. 166. 
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relations (54) possèdent des dérivées partielles continues d'ordre ». 
Nous obtenons ainsi le théorème suivant: 


Si la surface V, est, dans une représentation paramétrique, de 
classe C^? elle est, dans la représentation polaire (s, 0) de classe C". 
En s'appuyant sur le théorème précedent, on établira facile- 
ment les égalités 
(116) Lim 219 — 1, Liu 000 Lim 2... = Ky, 36) 


s—0 $ 5—0 Qs? 


lorsque la surface V, est, dans la représentation paramétrique uw, 
respectivement de classe C4, C^, C6. Dans ces formules K, désigne 
la courbure de Gauss de la surface V, au point Р,. 

Remarquons enfin qu’il n'est pas possible d'écrire les relations 
or 
dë 
parler des composantes des objets géométriques localisés au point 
P,, lorsqu'on rapporte la surface au systeme des coordonnées po- 


(116) sous la oma og 25) == 1 etc. car il n’est pas admissible de 
\ 5=0) 


laires (s, 0). 


16) Voir p. ex. 1. Bianchi. 


Sur une application de la notion d'ordre 
d'une trajectoire par rapport а une courbe. 
Par 
S. K. Zaremba (Wilno). 


Voiei une application trés-simple de la notion d'ordre d'une 
trajectoire fermée par rapport à une courbe fermée, notion dont je 
me suis servi dans ma note „Sur la variation de la tangente à une 
courbe fermée simple de Jordan“, insérée dans ce volume (p. 55 
et 56). Nous allons considérer deux courbes fermées simples de Jor- 
dan, soit C et C', subissant des déformations continues, pendant les- 
quelles elles restent toujours rapportées à un méme paramètre, de 
facon qu'il existe entre leurs points une correspondence continue et 
biunivoque. Nous aurons alors les deux théorémes suivants, relatifs 
aux déformations considérées, 


Théoréme 1. Si au début de la déformation l'une des courbes 
C et С’ est contenue à l'intérieur de l'autre et à la fin chacune de 
ces courbes se trouve à l'extérieur de l'autre, alors au cours de 
cette déformation il arrivera au moins une fois que quelque point 
de la courbe C coincidera avec le point correspondant de la courbe C'. 


Théorème 2. Supposons que le paramètre commun détermine 
sur les courbes C et C' deux orientations différentes. Supposons de 
plus qu'au début de la déformation la courbe C' se trouve à l'in- 
térieur de la courbe C et qu'à la fin, au contraire, la courbe C' 
contienne dans son intérieur la courbe C. Alors au cours de la dé- 
formation au moins une fois un point de la courbe C coïncidera 
avec le point correspondant de la courbe С”. 

Les démonstrations de ces théoremes reposent sur les remar- 
ques sulvantes: 
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1° L'ordre de là courbe C' par rapport à la courbe C est 
identiquement égal à l'ordre de la courbe C par rapport à la courbe 
C', de sorte qu'il peut être question de l'ordre mutuel de deux 
courbes fermées rapportées à un méme parametre. 

29 L'ordre mutuel de deux courbes dont chacune est située 
à l'extérieur de l'autre est nul. 

3° L'ordre mutuel de deux courbes fermées simples de Jordan 
dont l'une est située à l’intérieur de l'autre, est égal à + 1 ві la 
courbe extérieure est orientée positivement et à — 1 dans le cas 
contraire. 

4° Si les courbes C et С’ varient de façon que les points cor- 
respondants ne coincident jammais, leur ordre mutuel varie d'une 
facon continue et, par suite, est constant. 


Comptes-rendus et analyses. 


Tableau du XX* siecle. 1900—1933. II. Les Sciences, par JEAN 
Коѕтлмр, A. Bouraric et P. Sereescu. Chez Denoël et Steel, Paris, 

Le but de cet important ouvrage est de présenter un aperçu 
général sur la part si considérable due aux savants francais dans les 
33 premières années du vingtième siècle. L'ouvrage se compose de 
trois parties. L'auteur de la premiére partie consacrée aux sciences 
mathématiques est M. Pierre Sergescu, professeur à l’Université 
de Cluj; celui de la seconde, relative aux sciences biologiques, est 
M. Jean Rostund; enfin c'est M. Augustin Boutaric, professeur à l'U- 
niversité de Dijon qui a rédigé la troisième partie laquelle traite 
des sciences physico-chimiques. 

Tout l'ouvrage est trés intéressant et contient de précieuses 
indications bibliographiques. 

Dr. KAZIMIERZ BARTEL, Professor an der technischen Hoch- 
schule in Lemberg. Malerische Perspektive. Grundsätze, geschichtlicher 
Überblick, Ästhetik. Band 1, Deutsch herausgegeben von Dr. Worr- 
GANG Haack, Privatdozent für Mathematik an der technischen Hoch- 
schule Danzig—Langfuhr. Verlag und Druck von В. G. Teubner 
in Leipzig und Berlin. (Ouvrage traduit de l’edition polonaise). 

Cet ouvrage est écrit avec une grande compétence et il ве 
recommande par la clarté de l'exposition. 

STANISŁAW Saks. Théorie de l'intégrale. Avec une note de M. STE- 
FAN BANACE, professeur à l'Université de Lwów. Z subwencji Fun- 
duszu Kultury Narodowej. Warszawa, 1933. 

On trouvera dans cet ouvrage une exposition rigoureuse et 
claire des recherches modernes sur la notion d'intégrale. Tout l'ou- 
vrage est tres intéressant et contient de précieuses indications biblio- 
graphiques. 

Voici une liste de quelques ouvrages nouveaux parus en langue 
polonaise. 
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Dr, А. Нововѕкі, profesor Akademji Górniczej w Krakowie. 
Teorja krzywych. (Théorie des courbes). Deux volumes (Bibljoteczka 
Kólka Mat.-Fiz. U. U. J.). 

Dr. STEFAN Влмлсн, profesor Uniwersytetu we Lwowie. Rachu- 
nek różniczkowy i całkowy. (Calcul différientiel et integral), Deux 
volumes (Wydawnietwo Zakładu Narodowego imienia Ossolińskich). 

Dr. Won WiLkosz, profesor Uniwersytetu Jagiellońskiego. 
Teorja mnogości punktowych (Théorie des ensembles de points). 
(Bibljoteczka Kółka Mat.-Fiz. U. U. J.). 

Dr. Antonı PRZEBORSKI, profesor Uniwersytetu Warszawskiego. 
Wykłady mechaniki teoretycznej, t. I (Leçons de Mécanique ration- 
nelle). (Wydawnictwo Kasy imienia Mianowskiego). 

Dr. S. ZAREMBA, profesor Uniwersytetu Jagiellońskiego. Zarys 
Mechaniki teoretycznej (Cours de Mócanique rationnelle). (Nakładem 
Polskiej Akademji Umiejętności). S. Z. 


Comptes rendus des séances 
de la Société Polonaise de Mathématique 
a Cracovie pour les années 1932 et 1933. 


20. II. 1932. A. Bielecki. ,Sur un systéme particulier d'équa- 
tions différentielles“. L'auteur construit un système d'équations dif- 
férentielles 

dx " dy dz 
Piz, у, г) y.2) Mia, y, г) Ё(жу,г) y, 2) 

jouissant des propriétés suivantes: 1° Р, ©, R possèdent dans l’espace 
tout entier des dérivées partielles continues et remplissent partout 
l'inégalité Р? 4 Q? + A? — О, 2° ce système admet, comme certai- 
nes intégrales, des courbes fermées de Jordan sur lesquelles se présen- 
tent des noeuds (problème de M. Wazewskı). La famille des in- 
tégrales de cette sorte est partout dense dans l'espace. M. Wazewski 
remarque que ce système n'admet pas deux intégrales premières 
indépendentes, valables à l'intérieur d'une certaine sphére. 

91. V. 1932. Deux communications indépendentes de M. W. 
Urbanski et M. Wazewski sur les intégrales stables d'un systeme 
d'équations différentielles (Pour la communication de M. Wazewski 
cf. C. R. Mai, 1932). 

28. V. 1932. W. Wilkosz Sur quelques points de la théorie 
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des déformations (à paraître dans les Comptes Rendus du, Congrès 
roumain à Turnu Severin. T. Wazewski Quelques remarques 
critiques sur la conférence précédente de M. Urbanski. 

18. IV et 25. VI. 1932. W. Wilkosz. Sur un théoréme fon- 
damental de la théorie des déformations (cf. ce volume p. 16). 

15. X. 1932. W. Wilkosz. Sur les jacobiens de Fubini. 
Dans le cas d'une homéomorphie (ou d'une transformation continue 
à variation bornée) le jacobien de Fubini (Atti di Torino 1915) est 
continu lorsqu'on suppose qu'il existe en tout point d'un ensemble 
ouvert. On peut donc supprimer les hypothèses accessoires de Fu- 
bini et les résultats du travail cité se ramenent aux propriétés élé- 
mentaires des fonctions continues. Ce théorème n'est pas vrai pour 
l'espace à une dimension. 

22. X. 1932. A. Rosenblatt. Sur lunicité des intégrales 
des équations aux dérivées partielles (suivi d'une Note dans les C. R.). 

10. XIL 1932. T. Wazewski. Sur les transformations au 
jacobien borné. L'auteur ramène un cas particulier d'un théorème 
de M. Hadamard sur l'existence d'une transformation inverse 
(dans l'espace tout entier) à un théoréme sur les systémes d'équations 
différentielles. Cette méthode convenablement modifiée donne une 
démonstration bien simple du théoreme de M. Hadamard dans le 
cas général. 

14. I, 11. II. et 18. II. 1933. A. Rosenblatt. Sur les équa- 
tions aux dérivées partielles du type elliptique. (Cf. C. R. 6. II. 1933). 

11. IL 1938. S. Turski Sur la décomposition de nombres 
entiers en sommes de carrés de nombres impairs (cf. Bull. d. 1. 
Soc. R. d. Sciences de Liège, 16. III. 1933). 

24, IV. 1933. T. Wazewski communique un résultat de 
М" J. Perausówna sur le domaine d'existence des intégrales de 
l'équation aux dérivées partielles linéaire (cf. ce volume p. 1). 

I. V. 1933. T. Wazewski, Sur l'encadrement des intégrales 
du systéme des équations différentielles ordinaires (v. ce volume 
p. 8. II.) avec une application aux équations aux dérivées partielles 
(v. ce volume p. 6). 

8. V. 1933. W. Wilkosz. Sur les fondements de la théorie 
des tenseurs. Définition de l'espace tensoriel à n dimensions appuyée 
sur la notion de l'espace topologique de Moore. L'auteur définit les 
tenseur (en particulier les vecteurs covariants et contravariants) au 
moyen des familles des courbes et des surfaces. 
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15. V. 1933. W. Wilkosz. Sur les caractéristiques des équa- 
tions aux dérivées partielles du second ordre. Le premier membre 
de l'équation du type non parabolique F(x, y, 2, p, q, r, 8, t) = 0 
étant analytique, deux intégrales ayant en commun une caractéris- 
tique C d'ordre 0 et un élément d'ordre 2 coïncident le long de 
cette caractéristique dans tous les éléments d'ordre 1 et 2. 

12. VI. 1933. W. Wilkosz. Sur les démonstrations de la 
non-contradiction dans les théories déductives. Une analyse des 
méthodes récentes de M. Hilbert concernant ce sujet. 

16. X. 1933. W. Wilkosz. Sur le conventionalisme dans 
larithmétique. L'auteur construit une classe d'arithmétiques contra- 
dictoires avec l'arithmétique classique et compatibles pratiquement 
avec les expériences servant à vérifier l'arithmétique classique qui 
présente un cas asymptotique de ces arithmétiques. 

6. XI. 1933. A. Rosenblatt. Sur une équation aux dérivées 
partielles du deuxiéme ordre non linéaire (suivi d'une Note dans 
les C. R.). 

13. XI. 1933. T. Wazewski Sur l'unicité et la limitation 
des équations aux dérivées partielles du premier ordre (Rendiconti 
della R. Accad. dei Lincei, novembre 1933). 

20. XL 1933. W. Wilkosz. Théoréme de Green dans le 
calcul absolu. Une méthode nouvelle trés-générale se rapportant au 
théoreme flux-divergence. 

27. XI. 1933. A. Rosenblatt. Sur une équation aux déri- 
vées partielles du 4-ème ordre (Une Note dans les C. R.). 

4. XII. 1933. W. Wilkosz. Sur quelques fonctions numé- 
riques en rapport avec théorème de Vachy. En relation avec sa con- 
férence précédente, l'auteur démontre, dans des conditions trés-gé- 
nérales. le théoréme fondamental de l'éléctrodynamique, dit théoréme 
de Vachy. 


Comptes rendus des séances 
de la Société Polonaise de Mathématique 
Section de Lwów. 


16. I. 32. T. Banachiewicz: Über gewisse Fragen der theo- 
retischen Astronomie. 

W. Orliez: Zur Theorie der Orthogonalreihen. Herr Otliez 
beweist eine Reihe von Sätzen über allgemeine Orthogonalreihen. 
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. XII. 8 
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U. а. wird bewiesen dass die Carlemansche Singularität in allg. Ortho- 
gonalreihen vorkommt. In jedem Orthogonalsystem gibt es eine fast 
überall divergente Reihe, deren Koeffizienten nach Null streben. 

23. I. 32. K. Kuratowski: Zur Dimensionstheorie. Es wer- 
den Anwendungen der Funktionalräume auf die Dimensionstheorie 
besprochen. Die Heranziehung dieser Räume gestattet eine we- 
sentliche Vereinfachung der Beweise (Vgl. Fund. Math. XVIII, 
S. 285—293). 

H. Steinhaus. Zur sogenannten Quasi-ergoden Hypothese. 
Prelegent weist auf zwei Lücken in der Arbeit von Rosenthal 
in den Ann. d. Phys. in welcher der Verfasser vermittels der Quasi- 
ergodenhypothese die Gleichheit von Zeit — und Raummittel zu 
beweisen glaubt. Eine dieser Lücken wurde vom Prel.die andere 
vom Н. Melamid bemerkt. 

30. I. 32. S. Banach: Zum Dimensionsbegriffe in Funktio- 
nalräumen. Es gibt ein Kontinuum von separablen Räumen vom 
Typus (B), die alle untereinander in Bezug auf die lineare Dimen- 
sion unvergleichbar sind. Es werden folgende Probleme gestellt: 
Gibt es in jedem unendlichdimensionalen Raum von Typus (2) eine 
eigentliche lineare Teilmenge von gleicher linearen Dimension? Es 
sei E ein unendlich-dimensionaler Raum vom Typus (2), I die 
Zahlgerade; ist dann dim, E X I = dim, E? Gibt es überhaupt 
gleichdimensionale, nichtisomorphe Räume vom Typus (B)? (Vgl. 
S. Banach. Théorie des Opérations linéaires, Varsovie 1932, Ch. ХП). 

13. II. 32. К. Kuratowski und S. Ulam: Über eine Klasse 
von stetigen Abbildungen (Vgl. Fund. Math. XX, p. 244—253). 

S. Ulam: Über die Invarianz eines Schnittes des euklidischen 
Raumes bei kleinen Transformationen (Vgl. К. Borsuk und S. Ulam, 
Math. Annalen B. 108, S. 312—319). 

28. II. 32. S. Banach: Über die sogenannte Quasi-ergoden- 
hypothese. Es sei A ein Raum in welchem eine abzáhlbar additive 
Maßfunktion definiert ist, 7 eine maftreue Abbildung von A auf 
sich selbst, /(p) eine reelle, meßbare, in A erklärte Funktion. Dann 
gilt: die Folge f(7,(p)), wo T, die n-te Iteration von T bedeutet, ist fast 
überall C, — summierbar. Als Folgerung ergeben sich die Birkhoff- 
schen Sätze im Zusammenhange mit der quasi-ergodischen Hy- 
pothese. 

H. Steinhaus. Eine neue Methode der praktischen Feldbe- 
rechnung. 
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12. III. 32. W. Sierpinski: Über einige Sätze die mit der 
Kontinuumhypothese äquivalent sind. 

K. Kuratowski: Über ein geometrisches Problem, das im 
Zusammenhange mit dem Begriffe der Transitivität von Birkhoff 
steht (Vgl. Fund. Math. XIX, S. 252—257). 

16. III. 32. S. Kempisty: Über quasi-stetige Funktionen 
von zwei abstrakten Veränderlichen. 

26. III. 32. B. Knaster: Über Zerlegungen der Kugel- 
oberfláche. 

W. Orliez: Zur Theorie der Orthogonalreihen. 

14. V. 32. Hetper: Über die Anwendungen der semantischen 
Methode auf die Arithmetik. 

S. Mazur: Über konvexe Mengen in linearen, normierten 
Räumen (Vgl. Studia Math. IV. S. 70— 84). 

18. VI 32. E. Żyliński: Über die inversen Funktionen. 

S. Ruziewiez: Zur Theorie der reellen Funktionen. Prel. 
befasst sich mit dem Probleme der Darstellung einer Funktion von 
mehreren Veränderlichen als Funktion einer Summe von Funk- 
tionen von einer Veränderlichen (Vgl. Mathematica, 1933). 

S Banach: Über lakunäre Orthogonalreihen (Vgl. Bull. Ac. 
Pol., 1933). 

2. VII. 32. S. Banach: Über die schwache Konvergenz 
(Vgl. S. Banach. Théorie des Opérations linéaires, Varsovie 1932, 
Annexe). 

S. Lomnicki und S. Ulam: Über die Grundlagen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Es wird eine Maßtheorie für Produkträume (endliche oder 
unendliche Produkte von Räumen, in denen ein Maß als gegeben 
vorausgesetzt wird) und eine Interpretation in der Wahrscheinlich- 
keitstheorie der unabhängigen Ereignisse angegeben. Dabei werden 
neue Formulierungen der sogenannten Gesetze der grossen Zahlen 
gegeben. 

1. X. 32. K. Kuratowski: Bericht über den Internationalen 
Mathematikerkongress im Zürich. 

S. Kaezmarz: Bericht über eine Studienreise nach England. 

8. X. 32. H. Steinhaus: Über eine Aufgabe aus der Theorie 
des Weitbewerbes im Handel. 

Prelegent löst eine Aufgabe des Herrn L. Berson, betreffend 
den Einfluß der Preise einer Ware auf die Teilung des Marktes 

8* 
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zwischen konkurierende Produzenten auf Grund einer plausiblen 
Theorie des subjektiven Wertes und der Gausschen Hypothese. Es 
werden genauer die Fälle von zwei und drei Konkurrenten besprochen. 

S. Kaczmarz: Über eine Klasse von Fourierschen Reihen 
(Vgl. Journal of the London Math. Soc. B. 8, S. 35—45). 

12. XI. 32. S. Mazur und S. Banach: Über einige Eigen- 
schaften des Raumes der Funktionen von endlicher Variation (Vgl. 
Studia Math. IV: ,Zur Theorie der linearen Dimension“, S. 100—112). 

S. Mazur und W. Orliez: Über lineare Limitierungsver- 
fahren (Vgl. C. R. de Ac. des Se. Paris, T. 195). 

15. XI. 32. F. Cech: Über unikohärente Kontinua. 

Prel. bespricht das Verhältniss der kombinatorischen und der 
mengentheoretischen Methode in der Topologie. Es wird eine kom- 
binatorische Definition der Unikohärenz angeben und deren Aqui- 
valenz mit der mengentheoretischen Definition im Bereiche der lo- 
kal-zusammenhängender Ráume bewiesen. 

19. XI. 32. W. Sierpinski: Über die Baire-schen Funk- 
tionen (Vgl. Fund. Math. XX, S. 173—176). 

Н. Auerbach: Über die Wabrscheinlichkeit des Fehlers 
einer Summe von Dezimalzahlen (Vgl. Zeitschrift für ang. Math. 
u. Mech., 1933). 

S. Mazur: Über die schwache Konvergenz und einen Satz 
von Birkhoff. Es sei Æ ein Raum vom Typus B von der Eigen- 
schaft, daß jede beschränkte Punktfolge eine gegen ein Element des 
Raumes schwachkonvergente Teilfolge enthält. U(x) sei eine lineare 
Abbildung von £ in sich selbst, von der Norm 1. Dann ist die Ite- 
rationsfolge (U"(x)) in jedem Punte C, — summierbar. Dieser Satz 
bildet gewissermaßen eine Verallgemeinerung des ergodischen Satzes 
von Birkhoff. 

J. Sehreier: Über Schnitte von geschlossenen Flächen. Es 
wird die folgende Vermutung des Herrn S. Ulam bewiesen: bildet 
jeder ebene Schnitt einer geschlossenen Fläche eine geschlossene 
Kurve, so ist die Fläche konvex. 

1. ХП. 32. T. Banachiewicz: Über einige Fragen der 
theoretischen Astronomie. 

Koziel: Über die Ableitung der Gibbsschen Formeln. 

S. Banach: Über x-lineare symmetrische Formen. Es sei 
U(z) ein im euklidischen Raume Z erklártes reelles homogenes Po- 
lynom vom Grade u, U(x, ...x,) die n-lineare symmetrische Form 
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aus welcher (г) dureh Gieichsetzen der Variablen entsteht. Wenn 
| z| die euklidische Norm bezeichnet, so ist.: 

Миза pro est grt уйе Кб 

Lei <1 (nt, — 2x,9 «1 
Der Satz behält seine Gültigkeit, wenn E den Hilbert'schen Raum 
bedeutet Es werden Anwendungen in der Theorie der nicht linea- 
ren Integralgleichungen angegeben. 

Н. Auerbach: Über beschränkte Gruppen von linearen Sub 
stitutionen (Vgl. C R. de l'Ac. des Se. Paris, T. 195, p. 1361). 

17. XII. 32. S. Mazur und W. Orlicz: Über lineare Li- 
mitierungsverfahren II. U. а. wird der folgende Satz angegeben: 
Damit ein permanentes Limitierungsverfahren 4, welches gewisse 
divergente Folgen limitiert, auch gewisse beschränkte divergente 
Folgen limitiere, ist notwendig und hinreichend: es gibt eine diver- 
gente A-limitierbare Folge, die mit jedem von À nichtschwächerem 
Limitierungsverfahren zu derselben Grenze limitierbar ist. 

W. Niklibore und W. Stozek: Zur Potentialtheorie (Vgl. 
Fund. Math. XXII, S. 109—133). 

S. Kaezmarz: Über die Multiplikatoren (Vgl. Studia Math. 
IV, S. 21—27). 

30. XII. 32. S. Saks: Über den Satz von Vitali. 

Derselbe: Bericht über eine Studienreise nach den Verei- 
nigten Staaten. 

1.1.33. K. Menger: Über die Theorie der metrischen Ráume. 

K. Zarankiewiez: Über Mengen, die den Raum lokal 
zerschneiden.— Es kónnen im Raume nur abzählbarviele solche un- 
tereinander elementfremde Mengen existieren. 

К. Kuratowski: Über stetige Abbildungen von abgeschlos- 
senen Mengen in Komplexe (Vgl. Fund. Math. XX, S. 191—197). 

14. I. 33. S. Kaezmarz: Über Kurven konstanter Breite. Es 
wird ein einfacher Beweis des Satzes angegeben, wonach diese 
Kurven dureh die Eigenschaft charakterisiert sind, daß eine Hin- 
zusetzung eines beliebigen Punktes den Durchmesser der Menge 
vergrófert. 

S. Banach: Literaturbericht. 

S. Mazur: Literaturbericht. 

28. I. 33. L. Kuratowski: Über die stetigen Abbildun- 
gen des Kreises auf die Kugeloberfläche (Vgl. Fund. Math. XX, 
S. 206 —214). 
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$. Banach: Über den Satz von Green (Vgl. Bull. Ac. Pol. 
Feb. 1933). 

S. Ulam: Über stetige Abbildungen von Flächen. 

4. II. 33. S. Banach: Zur Haarschen Maßtheorie (Vgl. S. 
Saks, Thécrie de lIntégrale, Varsovie 1933, Note de M. Banach). 

S. Mazur: Literaturbericht. 

25. II. 33. S. Ruziewicz: Zur Theorie der reellen Funktionen. 

K. Kuratowski: Über einen Satz des Herrn Banach 
(Vgl. Studia Math. IV, S. 38—41). 

W. Niklibore und W. Stozek: Zur Potentialtheorie (Vgl. 
Fund. Math. XXII, S. 109—133). 

18. III. 33 W. Sierpinski: Über die Superposition von 
Funktionen. Es werden mehrere Sätze des Prel. und Herrn A. Lin- 
denbaum, über die Superpositionen von Baire-schen Funktionen 
angegeben. 

Z. Łomnicki und S. Ulam: Über die Gesetze der großen 
Zahlen. Im Anschluß an die Maßtheorie in den (unendlichen) Pro- 
dukträumen werden u. a. folgende Sätze bewiesen: 

Es sei E, eine Folge von beliebigen „zufälligen Variablen“, 
d. h. Zahlen-Ráumen in welchen eine Maß-funktion definiert ist. 
(Dabei wird die math. Erwartung in jedem E, auf Null normiert). 

Im Preduktraume T E, hat die Menge der Folgen, die nach 


n1 
Null C, — summierbar sind entweder das Maß 0 oder 1. D. h. es gilt 
entweder das „Gesetz der großen Zahlen“ oder sein Gegenteil. 
Wenn Z, stets — E vorausgesetzt wird, so hat im Raume 


BE, die Menge der Folgen, die in E gleichmäßig verteilt 


sind, das Maß 1. 

1. IV. 33. S. Banach und $. Mazur: 1. Über mehrwertige 
Funktionen. Es seien A und B zwei metrische Räume. Von A setzen 
wir folgendes voraus: je zwei Punkte von A sind bogenverknüpf- 
bar. Je zwei einfache Bogen in A können ineinander auf stetige 
Weise deformiert werden. Sei / eine k-wertige stetige in A erklärte 
Funktion mit Werten aus B. f besteht dann aus k stetigen Zweigen, 
die auf jeder Komponente von А eindeutig (bis auf Ordnung) be- 
stimmt sind. 

2. A sel ein zusammenhángender Raum, B erfülle die in 1 
von 4 gemachten Voraussetzungen; wenn / eine stetige Abbildung 
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von À auf B ist, die im kleinen ein- eindeutig ist und dabei die 
Urbildmengen kompakter Mengen kompakt sind, so ist / ein Ho- 
móomorphismus von À und B. 

Z. Birnbaum und J. Sehreier: Eine Bemerkung zum 
Gesetz der großen Zahlen (Vgl. Studia Math. IV, S. 85—90). 

S. Mazur: Literaturbericht. 

28. IV. 33. W. Sierpinski: a) Über eine Zerlegung der 
Ebene (Vgl. Fund. Math. XXI, S. 39—43). 

b) Beispiel einer abzählbaren Menge, welche nicht effektiv 
abzühlbar ist (Fund. Math. XXI, S. 46—48). 

c) Über ein Problem des Herrn K. Kuratowski (Fund. Math. 
XXI, S. 66—73). 

K. Kuratowski: Über ein Problem der Effektivitát. 

20. V. 33. S. Banach und К. Kuratowski: Über lineare 
projektive Mengen (Vgl. Studia Math. IV, S. 95—100). 

H. Auerbach: Über beschrünkte, lineare Gruppen (Vgl. Studia 
Math. IV, S. 113—128). 

S. Mazur: а) Über das schwache Differential (Vgl. Studia 
Math. IV, S. 70—84). 

b) Über das Differential und schwache Konvergenz in den 
Räumen Г! (Vgl. Studia Math. IV, S. 128—133). 

J. Schreier und S. Ulam: Uber die Gruppe der homó- 
omorphen Abbildungen der euklidischen Kugel (Vgl. Fund. Math. 
XXIT). 

17. VI. 33. K. Borsuk: Über das Problem der topologischen 
Charakterisierung der euklidischen Sphären. 

J. Schreier und S. Ula m: Über die Gruppe der Permu- 
tationen der Reihe der natürlichen Zahlen (Vgl. Studia Math. IV, 
S. 134—142). 

24. VI. 33. H. Steinhaus: Literaturbericht. 

4. X. 88. J. Schauder: Bericht über eine Studienreise nach 
Deutschland und Frankreich. 

17. X. 33. J. Schauder: Topologie und Funktionalgleichun- 
gen (Vgl. eine demnächst in den Annales de l'Ecole Normale Su- 
périeure erscheinende Arbeit von J. Leray und J. Schauder). 

S. Mazur und W. Orlicz: Über eine Klasse von metrischen, 
linearen Räumen I (Vgl. S. Mazur und W. Orliez: Über Folgen linea- 
rer Operationen, Studia Math. IV, S. 152—157, sowie eine voraus- 
sichtlich in Studia Math. V erscheinende Arbeit derselben Verfasser). 
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21. X. 33. Н. Steinhaus: Literaturbericht. 

S. Banach: Über analytische Funktionale (erscheint in Studia 
Math. V). 

J. Schauder: Über lineare partielle Differentalgleichungen 
vom elliptischen Typus (Vgl. Mathematische Zeitschrift, 38). 

28. X. 33. S. Mazur und S. Orliez: Uber eine Klasse von 
metrischen, linearen Räumen II (Erscheint in Studia Math. V). 

M. Kac: Über eine trigonometrische Reihe. (Journ. Lond. Math. 
Soc. April 1934). 

2. XII. 33. H. Steinhaus: a) Bemerkung über lakunäre 
Reihen. b) Über vollständige Orthogonalsysteme (Vgl. Studia Math. 
IV, S. 142—146). 

H. Auerbach: Über beschränkte lineare Gruppen (Vgl. Studia 
Math. IV, S. 168—166). 

16. XII. 33. К. Kuratowski: Über Borelsche Mengen (Vgl. 
С. R. des l'Ac. des Sc. Paris, 1932, T. 197, p. 19). 

H. Steinhaus: Bemerkungen über biorthogonale Reihen (Vgl. 
Studia Math. IV, S. 142—146). 

21. XII. 33. S. Kaczmarz: Über allgemeine Transformationen 
(Studia Math. IV, S. 146—151). 

S. Mazur und S. Orlicz: Über abstrakte Polynome (erscheint 
in Studia Math. V). 


Comptes rendus des séances 
de la Société Polonaise de Mathématique 
Section de Poznan. 


14. XI. 1929. W. Ślebodziński: Sur un système d'équa- 
tions différentielles. 

6. II. 1930. W. Ślebodziński: Sur les recherches récentes 
relatives à la théorie des groupes de Lie. 

6. III. 1930. M. Biernacki: Sur les conditions suffisantes 
pour qu'une fonetion de variable complexe soit analytique. 

27. III. 1930. M. Denizot: Sur le pendule de Foucault. 

15. V. 1930. M. Biernacki: Sur les coefficients du déve- 
loppement des fonctions uniformes en séries de Taylor. 

22. V. 1930. M. Denizot: Sur la chute des corps. 
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20. XI. 1930. М. Biernacki: Sur la représentation con- 
forme envisagée au voisinage de la frontière du domaine transformé. 

5. II. 1931. К. Abramowicz: Sur les fonctions automorphes. 

26. II. 1931. 7. Krygowski: L'oeuvre scientifique de Paul 
Appell. 

8. V. 1931. W. Ślebodziński: Sur les invariants intégraux. 

21. V. 1931. Z. Zawirski: Sur une généralisation du calcul 
des propositions. 

8. XII 1931. M. Biernacki: Sur les fonctions bornées d'une 
variable complexe. 

25. II. 1932. К. Cwojdzinski: Sur les systèmes penta- 
sphériques n'impliquant pas l'emploi des sphéres imaginaires. 

28. IV. 1932 M Kryzan: Sur certaines propriétés de l'état 
physique de la terre. 

28. V 1932. S. Zaremba: Sur un théorème fondamental 
relatif à la théorie mathématique de la conductibilité calorifique. 

4. VI. 1932. L. Seipeltówna: Sur la résolution de cer- 
taines équations algébriques du 5-ёте degré par la méthode de Klein. 

25. ХІ. 1932. M. Biernacki: Sur une équation différentielle. 

14. I. 1933. T. Banachiewicz: La méthode de Laplace et 
et la détermination des orbites. 

9. II. 1933. W. Smosarski: Sur la polarisation de la lumiere 
du ciel. 

23. II. 1933. J. Witkowski: Le Congrès astronomique in- 
ternational à Cambridge en 1932. 

16. VI. 1933. M. Dobrzycki: Sur les fonctions quasi-pé- 
riodiques. 

7. XII. 1933. M. Biernacki: Sur les fonctions analytiques 
dont l’argument est borné. 


Comptes-rendus des séances 
de la Société Polonaise de Mathématique 
Section de Wilno. 


21. II. 1932. M. Krzyzanski: Sur la différentiation sous 
le signe d'intégration (v. C. R. de Varsovie 26(1933)). 

13. I. 1933. M. Krzyzanski: Sur les fonctions de deux 
variables à variation bornée généralisées. 
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23. I. 1933. S. Kempisty: Les opérations monotones sur 
les ensembles (v. Mathematica, 10). 

80. I. 1933. J. Rudnicki: Sur un théorème de M. J. L. 
Walsch (v. ces Annales, t. XI (1932)). 

30. V. 1933. J. Rudnicki: Sur les travaux du prof. Wiktor 


Staniewicz. 


Comptes-rendus des séances 
de la Société Polonaise de Mathématique 
Section de Varsovie, année 1932 


[Abróviations: F. M. = Fundamenta Mathematicae; C. R. de Varsovie = Comptes 
Rendus des séances de la Société des Sciences et des Lettres à Varsovie, cl. III] 


15. I. K. Borsuk: ,Über eine Klasse von lokal zusammen- 
hängenden Räumen“ [F. M. 19 (1932), p. 220]. 

22. I. S. Mazurkiewicz: „Zur Axiomatik der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung“ [C. R. de Varsovie 25 (1932) p. 1]. 

S. Jaskowski: „Sur la catégoricité de certains systemes de 
la théorie des classes". 

12. II. T. Banachiewiez (Kraków): ,Sur les détermina- 
tions des orbites“. 

19. II. K. Kuratowski (Lwów): „Sur l'application des espaces 
fonctionnels à la Théorie de la dimension“ [F. M. 18 (1932), р. 285]. 

26. II. J. Splawa-Neyman: ,Sur les domaines semblables“ 
[Cf. J. Neyman and E. S. Pearson, Philosophical Transactions 
of the Royal Soc. of London, (А), 231 (1933)]. 

S. Braun: „Sur certaines décompositions d'un ensemble de la 
puissance du continu“ [Cf. S. Braun et W. Sierpinski: „Sur 
quelques propositions équivalentes à l'hypothèse du continu“ F. M. 
19 (1932), p. 1]. 

4. III. F. Leja: Sur les séries des polynómes homogènes“ 
[Rendie. di Palermo 56 (1932), p. 1]. 

S. Banach (Lwów): „Sur l'hypothèse quasi-ergodique“. 

W. Sierpinski: ,Sur une proposition équivalente à l'hy- 
pothése du continu“ [Cf. S. Braun et W. Sierpiński, |. c]. 

11. III S. Mazurkiewez: „Sur un problème concernant les 
fonctions de deux variables". 

S. Ulam (Lwów): ,Sur les transformations topologiquement 
équivalentes“. 
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18. III. K. Borsuk: „Drei Sätze über die n-dimensionale 
euklidische Sphäre“ {F. M. 20 (1933), p. 177]. 

E, Szpilrajn: ,Remarques sur les fonctious sousharmoni- 
ques“ [Annals of Mathematics (2) 34 (1933), p. 588], 

1. IV. А. Zygmund (Wilno): ,Sur la probabilité pour 1а 
convergence des séries". 

8. IV. W. Sierpinski: „биг les translations des ensembles 
linéaires“ [F. M. 19 (1932), p. 22]. 

B.Knaster: „Ein Zerlegungssatz über unikohärente Kontinua“ 
[Verhandl. d. Intern. Mathematikerkongress Zürich 1932, 2, p. 193]. 

29. IV. S. Mazurkiewicz: „Sur les transformations intérieures“ 
[F. M. 19 (1932), p. 198]. 

W. Sierpiński: „Sur une propriété des fonctions de deux 
variables réelles, continues par rapport à chacune des variables" 
[Public. mathóm. de l'Univ. de Belgrade, 1 (1332)]. 

23. V. Th. Skolem (Bergen): ,Über gewisse arithmetische 
Satzfunktionen". 

21. V. S. Mazurkiewicz: ,Sur les ensembles d'unicité" 
[Bull. Acad. Polon. 1933, p. 18]. 

W. Sierpinski: ,Sur les projections des ensembles boreliens“ 
(C£. S. Braun: „Quelques théorèmes sur les eribles boreliens“, Е. M. 
20 (1933), p. 166]. 

W. Sierpinski: „Sur les fonctions de Baire et leurs in- 
versions". 

W. Sierpinski: „биг une propriété caractéristique des fon- 
ctions de Baire à valeurs distinctes“ [Publ. mathém. de l'Univ. de 
Belgrade 1 (1932)] 

17. VI. P. Mentré (Nancy): ,Sur la théorie des caractéristi- 
ques de variétés géométriques“. 

W. Sierpinski: Sur les translations des ensembles linéaires“ 
IO L. Trzeciakiewicz: „Remarque sur les translations des en- 
sembles linéaires“, C. R. de Varsovie 25 (1932), p. 63]. 

24. VL A. Wundheiler: ,Une démonstration simple de la 
formule d'interpolation de S. Bernstein" [L'Enseignement mathém. 
31 (1932), p. 15]. 

S. Mazurkiewicz: ,Sur les composantes dimensionnelles 
d'un espace compact“ [F. M. 19 (1932), p. 243]. 

C. Kuratowski (Lwów): ,Sur la notion de catégorie“ [Cf. 
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C. Kuratowski et S. Ulam: ,Quelques propriétés topologiques 
du produit combinatoire“. F. M. 19 (1932), p. 247]. 

28. IX. S. Bergmann (Berlin): „Sur les fonctions analytiques 
de deux variables". 

S. Mazurkiewiez: ,Sur le type c de l'hyperespace d'un con- 
tinu^ [F. M. 20 (1933), p. 52]. 

1. X. S. Dickstein, B. Knaster et W, Sierpiński: „Le 
congrès international des mathématiciens à Zürich“. 

14. X. S. Mazurkiewicz et Н. Szmuszkowiezówna: 
„Sur les suites de polynömes“ [C. R. mens. de Acad. Pol. 1932, № 9]. 

21. X. W. Sierpinski: ,Sur les systèmes d'unicité^ [F. M. 
21 (1933)]. 

E. Szpilrajn: „биг un probléme de la mesure". 

4. XI. К. Zarankiewicz: „Über ein Verfahren der kon- 
formen Abbildung zweifach zusammenhángender Gebiete" [Zeitschr. 
für angewandte Math. u. Mechanik. 1933] 

11. ХІ E. Cech (Brno): „Les déformations projectivest. 

W. Sierpinski: „Sur l'ensemble des valeurs d’une fonction 
mesurable à valeurs distinctes“, F. M. 20 (1933), p. 126]. 

C. Kuratowski(Lwów): „Sur les transformations des sphères 
en des surfaces sphériques“ |F. M. 20 (1953), p. 206]. 

18. XI. F. Leja: „Sur les suites de polynómes bornées presque 
partout sur la frontière d'un domaine“ [Mathem. Annalen 108 (1933), 
p. 911]. 

9. XII. A. Tarski: „Sur les propriétés élémentaires des re- 
lations“. 

16. XII. W. Sierpiński: „Sur la superposition des fonctions 
de Baire“ [F. M. 20 (1933), p. 175]. 


État 
de la Société Polonaise de Mathématique à la fin 
de l’année 1933. 


Président: M. S. Mazurkiewicz. 

Vice- Présidents: MM. S. Banach et S. Zaremba. 
Secrétaire: M. T. Wazewski. 

Vice- Secrétaires: MM. R. Dniestrzański et S. Turski. 
Trésorier: M. S. Golab. 
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Autres Membres du Bureau: MM. А. Hoborski, А. Rosenblatt et 
W. Wilkosz. 

Commission de Contrôle: Mm Wilkosz et MM. Chwistek et Vetulani. 
Il existe quatre sections de la Société, l’une à Liwów, présidée 

par M. S. Banach, la seconde à Varsovie, présidée par M. S. Mazur- 

kiewiez, la troisième à Poznañ, présidée par M. Z. Krygowski, la 

quatrième à Wilno, présidée par M. J. Rudnicki. 


Liste des Membres de la Société. 


Malgré le soin avec lequel cette liste а été établie, certaines 
fautes ont pu s'y glisser; MM. les Membres sont priés instamment 
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie, 
rue Golebia 20, Institut de Mathématique) et de le prévenir 
de tous les changements d'adresse. 

Abrévations: L — membre de la Section de Lwów, Wa — 
membre de la Section de Varsovie, P — membre de la Section de 
Poznan, Wl — membre de la Section de Wilno. Les initiales S. P. 
indiquent les Sociétaires perpétuels. 


Abramowicz Kazimierz Doc. Dr. (P), Poznań, ul. Wyspiańskiego 8. 

Aronszajn Natan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowolipki 43, m. 7. 

Auerbach Herman Dr. (L), Lwów, ul. Konopniekiej 6. 

Banach Stefan Prof. Dr. (L), Lwów, ul. św. Jacka 22. 

Banachiewicz Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Obserwatorjum Astrono- 
miczne, ul. Kopernika 27. 

Baran Jan, Toruń, Gimnazjum Męskie, Małe Garbary. 

Barnett I. A. Prof. Dr., Cincinnati (Ohio, U. S. A.), University. 

Bartel Kazimierz Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Bary Nina Prof. Dr. (Wa) Moscou (U. R. S. S), Pokrowka 29, 
kw. 22. 

Bessaga Mieczysław Inż., Lwów, Aleja Foch'a III, Dom Kolejowy. 

Białobrzeski Czesław Prof. (Wa), Warszawa, Akademicka 3 m. 18. 

Bielecki Adam Mr., Kraków, Kraszewskiego 11. 

Biernacki Mieczysław Prof. Dr. (P), Poznań, Uniwersytet, Semina- 
rjum Matematyczne, Collegium Majus, Zamek, Sala Nr. 6. 

Birkenmajer Aleksander Doc. Dr., Kraków, Uniwersytet. 

Birnbaum Zygmunt Dr. (L), Lwów, ul. św. Anny 1. 

Blumenfeld Izydor Inż, Dr. (L), Lwów, ul. Kąpielna 6. 
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Borsuk Karol Dr. (Wa) Warszawa, Seminarjum Matematyczne, 
Oezki 3. 

Bouligand Georges Prof Dr. Poitiers (Vienne, France), 50, rue 
Renaudot. 

Böttcher Łucjan Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Sadowa 4. 

Brablec Franciszek, Kraków, ul. Studencka 4. 

Braunówna Stefanja Mr. (Wa), Warszawa, Marszalkowska 91. 

Burstin Celestin Dr. (L), Institut mathématique de l'Université de 
Minsk (U. R. S. S). 

Cartan Elie Prof. Dr., Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave- 
nue de Montespan. 

Chrominski Antoni (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydzial Inzy- 
nierji Ladowej. 

Chwistek Leon Prof. Dr. (L), Lwöw, Uniwersytet. 

Cwojdziñnski Kazimierz Dr. (Р), Poznań, ul. Szamarzewskiego 13. 

Czarnecka Jadwiga (P), Przybyslaw, poezta Zerków (województwo 
Poznańskie). 

Czernik Tadeusz Mr. (Wl), Wilno, Wiwulskiego 13. 

Čech Eduard Prof. Dr, Brno, ul. Nova 49. 

Delsarte Jean, Maitre de Conferences a la Faculte des Sciences, 35, 
rue Saint-Michel, Nancy (Meurthe-et-Moselle, France). 

Dickstein Samuel Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 117. 

Dniestrzański Roman Mr. Kraków, ul. Łobzowska 15. 

Dollon Jean, Prof. de Mathématiques spéciales, Lycée Poincaré, 
Nancy (Meurthe-et-Moselle, France). 

Durand Georges, Bourges (Cher, France), 3, rue Pasteur. 

Dziewulski Wacław Prof. Dr. (W1), Wilno, ul. Zakretowa 21. 

Dziewulski Władysław Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zakretowa 23. 

Dziwiński Placyd Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kleinowska 3. 

Fijoł Kazimierz, Kraków-Podgórze, ul. Jözefinska 31. 

Flamant Paul Prof. Dr, Strasbourg (Bas-Rhin, France), 35, rue 
Schweighauser. 

Garcia Godofredo Prof. Ing. (Wa), Lima (Peru) Apartodo 1979. 

Godeaux Lucien Prof. Dr., Liege (Belgique), 75 rue Frédéric Nyst. 

Gołąb Stanislaw Doc. Dr. Kraków, Akademja Górnicza. 

Grabowski Lucjan Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Greniewski Henryk Dr. (Wa), Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12. 

Gruder Henryk Dr. (L), Lwów, ul. Kopernika 14. 

Gruzewska Halina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolinska 8. 
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Gruzewski Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Natolinska 8. 

Härlen Hasso Dr., Merseburg (Allemagne), Gutenbergstraße 8. 

Hoborski Antoni Prof. Dr, Kraków, ul. Smoleńsk 26. 

Hossiasson Janina Dr. (Wa), Warszawa, ul. Trebacka 6 m. 5. 

Huber Maksymiljan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 75, 
dom A. 

Hurewiez Witold Doe. Dr. (Wa), Amsterdam (Hollande), Université. 

Infeld Leopold Doc. Dr., Lwów, ul. Długosza 8. 

Janet Maurice, Prof. Dr. Caen (Calvados, France), 7, rue de la 
Délivrande. 

Janik Wincenty, Kraków, ul. Studencka, Gimnazjum. 

Jantzen Kazimierz Prof. Dr. (W1), Wilno, ul. Wielka 24. 

Kaczmarz Stefan Doc. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Kalandyk Stanislaw Dr. (P), Poznan, ul. Stowackiego 29. 

Kalicun-Chodowicki Bazyli Dr. (L), Lwów, ul. Kubali 4. 

Kampé de Fériet Joseph Prof. Dr., S. P., Lille (Nord, France), 16, 
rue des Jardins. 

Kempisty Stefan Prof. Dr. (Wl) Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5. 

Kerner Michal Dr. (Wa), Warszawa, ul. Panska 20 m. 17. 

Klawekówna Stefanja (P), Poznań, ul. Młyńska 11. 

Kline J. R. Prof. Dr. (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of 
Pensylvania. 

Knaster Bronislaw Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Narbuta 9 m. 3. 

Kobrzyński Zygmunt Dr., (Wa), Pruszków p. Warszawą, ul. Gra- 
niczna 4. 

Kolodziejezyk Stanislaw Mr. (Wa), Warszawa, Szkola Glówna Gosp. 
Wiejskiego, Zaklad Statystyki, Miodowa 23. 

Koźniewski Andrzej Mr. (Wa), Warszawa, Hoża 61. 

Krygowski Zdzisław Prof. Dr. (P), Poznań, ul. Marszałka Foch'a 
12, II p. 

Kryzan Marjan Dr. (P), Poznan, ul. Krasinskiego 9. 

Krzyżański Mirosław Mr. (Wl), Drohiczyn n/Bugiem, Warszawska 43. 

Kuratowski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Skolimów pod Warszawa, 
ul. Prusa. 

Kwietniewski Stefan Dr. (Wa), Warszawa, ul. Oczki 3, Seminarjum 
Matematyezne U. W. 

Labrousse Léon, Prof, 7, rue Léon Vaudoyer, Paris (7°) (France). 

Lainé Edouard Prof. Dr, Angers (Maine-et-Loire, France), З rue 
de Rabelais. 
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Leja Franciszek Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16. 

Leśniewski Stanisław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 

Lesnodorski Gustaw, Kraków, ul. Sobieskiego 10. 

Levi-Civita Tullio Prof. Dr., Roma 25 (Italie), via Sardegna 50. 

Lichtenberg Wladyslaw (L), Lwów, Wulecka Droga 78. 

Lindenbaum Adolf Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zlota 45 m. 4. 

Loria Stanislaw Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Sykstuska 37. 

Lomnieki Antoni Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kosynierska 18. 

Łomnicki Zbigniew (L), Lwów, ul. Nabielaka 19. 

Łukasiewicz Jan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12. 

Łuzin Nikołaj Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S), Arbat 25/8. 

Maksymowicz Adam Dr. (L), Lwów, ul. Batorego 5. 

Mandelbrojt S., Prof. Dr., Clermond-Ferrand (Puy-de-Dôme, France), 
Université. 

Marconi Andrzej (P), Poznań, ul. Kosińskiego 26. 

Matulewicz Konstanty (W1), Wilno, Witoldowa 53—39. 

Mazur Stanisław Dr. (L), Lwów, Kętrzyńskiego 17. 

Mazurkiewicz Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Оһо2па 11. 

Menger Karl Prof. Dr. (Wa), Wien IX (Autriche), Fruchthaller- 
gasse 2. 

Mienszow Dimitrij Prof. Dr. (Wa), Moscou (U. R. S. S), Dievitchie 
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14. 

Moore R. L. Prof. Dr. (Wa), Austin (U. S. A), University of Texas. 

Moroń Władysław, Katowice. 

Napadiewiczówna Zofja (L), Lwów, ul. Bonifratrów 8. 

Spława-Neyman Jerzy Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Kopernika 11, m. 6. 

Niklibore Władysław Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Listopada 44a. 

Nikodym Otton Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, m. 35. 

Nikodymowa Stanisława Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 53, 
m. 35. 

Ohrenstein Szymon, Drohobycz. I. pryw. Gimnazjum żeńskie. 

Orlicz Władysław Dr. (L), Lwów, ul. Kopcowa 3. 

Orłowski Józef (P), Poznań, ul. Matejki 44. 

Otto Edward Mr. (L), Lwów, Grodecka 131. 

Pankalla Jan Inż. (P), Poznań, ul. Ratajczaka 12. 

Pareński Aleksander Dr. (L), Lwów, ul. Szeptyckich 10. 

Patkowski Józef Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Nowogrodzka 22. 

Pearson Egon Sharpe Dr. London W. С. 1, University College, 
Gralton Laboratory. 
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Pearson Karl Prof. Dr., London W. C. 1, University College. 

Pęczalski Tadeusz Prof. Dr. (P), Poznan, ul. Krasińskiego 14. 

Plamitzer Antoni Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Gipsowa 32. 

Popruzenko Jerzy Dr. (Wa). Warszawa, ul. Szopena 6, m. 10. 

Posament Tadeusz Mr. (L), Lwów, Krasickich 11. 

Prasad Gonesh Prof. Dr. (Wa), Caleutta (East India) Samavaya 
Manshions 2 Corporation str. 

Przeborski Antoni Prof. Dr. (Wa) Warszawa, Nowy Zjazd 5. 

Przygodzki Józef Inz. (P), Poznan, ul. Rybaki, Szkola Budowlana. 

Rajchman Aleksander Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Zajecza m. 9. 

Rosenblatt Alfred Prof. Dr, Kraków, ul. Krowoderska 47. 

Rozental Stefan Dr. Łódź, ul. Nawrot 4. 

Rozmus Antoni, Piotrków, Gimnazjum Państwowe. 

Radnicki Juljusz Prof. Dr. (WI), Wilno, ul. Zamkowa 11, Seminar- 
jum imatematyczne U. S. В. 

Ruziewicz Stanisław Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supiüskiego 11. 

Sabatowska Walerja (L), Lwów, ul. Zielona, Gimn. Strzałkowskiej. 

Saks Stanisław Doe. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Krasińskiego 18 
m. 129 (Zolibórz). 

Sehauder Juljusz Doc. Dr. (L), Lwów, ul. Lesna 7. 

Scheybal Adolf, Gimnazjum Panstwowe, Wadowice. 

Schreier Józef (L), Drohobyez, Bednarska 8. 

Sedlak Stefan, Kraków, ul. św. Wawrzyńca 30. 

Seipeltówna Lidja Dr. (P), Poznan, ul. Rzepeckiego 27. 

Sergesco Pierre Prof. Dr, Cluj (Roumanie), Seminar matematic 
universital. 

Sieezka Franciszek Ks. Dr. (Wa), Plock, Seminarjum Duchowne. 

Sierpiński Wacław Prof. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Marszałkowska 73. 

Smoliñski Kazimierz (P) Poznañ, ul. Zupanskiego 16. 

Smoluchowska Helena (P), Poznań, ul. Chełmońskiego 8. 

Smosarski Wladyslaw (P), Poznan, Uniwersytet. 

Sokół-Sokołowski Konstanty Mr. (Wl), Wilno, Zamkowa 11, Semi- 
narjum matematyczne U. S. B. 

Stamm Edward Dr., Kraków, ul. Pawła Popiela. 

Stankiewicz Ksawery Inż., Kraków, ul. Długa 50. 

Starosolska - Szczepanowska Zofja (L), Chełmno, Korpus Kade- 
tów Nr. 2. 

Steckel Samuel Dr. (Wa), Białystok, Gimnazjum. 

Steinbaus Hugo Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Kadecka 14. 
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Sternbach Ludwik, Lwöw, (L), Leona Sapiehy 5a. 

Stożek Włodzimierz Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Nabielaka 55a. 

Straszewiez Stefan Prof. Dr. (Wa), Warszawa-Mokotów, ul. Poznan- 
ska 12. 

Szezeniowski Szezepan Prof. Dr. (L) Lwów, ul. Dlugosza 8. 

Szezepanowski Karol Mjr. (L), Chelmno, Korpus Kadetów Nr. 2. 

Szmuszkowiezówna Hanna Mr. (Wa) Warszawa, Kupiecka 8. 

Szpilrajn Edward Dr., (Wa), Warszawa, Al. Ujazdowska 32, m. 9. 

Szymanski Piotr Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiezny, 
Nowowiejska 50. 

Ślebodziński Władysław Dr. (P), Poznań, ul. Głogowska 51. 

Tarski Alfred Doc. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51. 

Titz Henryk Dr., Kraków, ul. św. Tomasza 27. 

Turowiez Andrzej Mr, Kraków, ul. Sobieskiego 7. 

Turski Stanisław Mr., Kraków, ul. Krasińskiego 9. 

Ulam Stanisław Dr. (L), Lwów, ul. Kościuszki 16. 

Urbański Włodzimierz Dr., Pionki, P. W. P. Laboratorjum centralne. 

Ме шап! Kazimierz Inż., Kraków, ul. Smoleńsk 14. 

Walfisz Arnold Doc. Dr. (Wa), Radość p. Warszawą, Jasna 11. 

Waraszkiewicz Zenon Mr. (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 69 m. 10. 

Ważewski Tadeusz Prof. Dr., Kraków, Uniwersytet. 

Weigel Kasper Prof. Dr. (L), Lwów, Politechnika. 

Weinlósówna Sala Dr. (L), Lwów, ul. Klonowicza 18. 

Weyssenhoff Jan Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Zygmuntowska 20. 

Węgrzynowicz Leopold, Kraków, ul. Krowoderska 74. 

Węgrzynowiez Marjan (P), Poznań, ul. Łazarska 2a. 

Whyburn G. T. Dr., Austin (Texas, U. S. A.). 

Wilk Antoni Dr. Kraków, ul. Wybickiego 4. 

Wilkosz Witold Prof. Dr, Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7. 

Wilkoszowa Irena Mr., Kraków, ul. Zyblikiewicza 5/7. 

Wolibner Witold Dr. (Wa), Warszawa, Instytut Aerodynamiczny, 
Nowowiejska 50. 

Wundheiler Aleksander Dr. (Wa), Warszawa, ul. Chmielna 26 m. 5. 

Zakrocki Stanisław, Kraków, ul. Smoleńsk 21. 

Zalewasser Zygmunt Dr. (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51. 

Zarankiewicz Kazimierz Doe. Dr. (Wa), Warszawa, ul. Nowowiejska 27. 

Zaremba Stanisław Prof. Dr, Kraków, ul. Żytnia 6. 

Zaremba Stanisław Krystyn Dr. (Wl) Wilno, ul. Zamkowa 11, Se- 
minarjum Matematyczne U. 5. B. 
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Zarycki Miron (L), Lwów, ul. Dwernickiego 32 a. 

Zawirski Zygmunt Prof. Dr. (P), Poznań, Uniwersytet. 
Zygmund Antoni Prof. Dr. (Wl), Wilno, ul. Wielka 24, m. 17. 
Zygmundowa Irena (W1), Wilno, Wielka 24, m. 17. 

Zorawski Kazimierz Prof. Dr. (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5. 
Zylinski Eustachy Prof. Dr. (L), Lwów, ul. Supinskiego 11. 


Membres décédés. 


Lichtenstein Leon Prof. Dr. 
Sir Muir Thomas, F. К. 8. 


Membres dont les adresses manquent. 


Babski Bohdan. 

Bogucki Władysław. 
Chmiel Juljan Dr. 
Dehryng Bohdan Dr. 
Długowski Gerhard. 
Kaszycki Ludwik Inż. 
Majewski Władysław (L) 
Ostrzeniewski Ludwik. 
Sobaczek Jan. 

Włodarski Franciszek Dr. 


Liste des publications périodiques avec lesquelles la Société 
polonaise de Mathématique échange ses Annales. 


1. Acta litterarum et scientiarum Regiae Universitatis Hungaricae 
Francisco-Josephinae (Sectio scientiarum mathematicarum), Sze- 
ged (Hongrie) 

2. Abhandlungen des Mathematischen Seminars der Universität in 
Hamburg, Hamburg (Allemagne). 

3. Bulletin de la Société Mathématique de France et Comptes Ren- 
dus des Séances, Paris (France). 

4. Bulletin of the Calcutta Mathematical Society, Calcutta (Indes). 
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5. 
6. 


1. 
8. 


e 


Annales seientifiques de l'Université de Jassy, Jassy (Roumanie). 
Jahresberieht der Deutschen Mathematiker- Vereinigung, Berlin 
(Allemagne). 

Monatshefte für Mathematik und Physik, Wien (Autriche). 
Publieations de l'Institut de Mathématiques de l'Université de 
Strasbourg, Strasbourg (Bas-Rhin, France). 

Rendiconti del Seminario Matematico della Facoltà di Scienze 
della R. Università di Roma, Roma (Italie). 


. Bulletin Scientifique de l'Ecole Polytechnique de Timisoara, Ti- 


misoara (Roumanie). 


. Contributions al Estudio de las Ciencias Fisicas y Matematicas, 


La Plata (Argentine). 


. Publications de la Faculté des Sciences de l'Université Masaryk, 


Brno, (Tchécoslovaquie). 


. Fundamenta Mathematicae, Warszawa. 
. Prace Matematyezno-Fizyezne, Warszawa. 
. Vierteljahrschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich, 


Zürich (Suisse). 


. Annals of Mathematics, Princeton (New-Jersey, U. S. A.). 
. Annales de la Faculte des Sciences de l’Universite de Toulouse, 


Toulouse (Haute-Garonne, France). 


. Transactions of the American Mathematical Society, New-York 


City (U. S. A). 


. Journal de PEcole Polytechnique, Paris (France). 
20. Revue semestrielle des publications mathématiques, Amsterdam 


(Hollande). 


. Wiskundige opgaven met de Oplosingen, Amsterdam (Hol- 


lande). 


. Nieuw Archief voor Wiskunde, Amsterdam (Hollande). 
. Journal de la Société Physieo-mathématique de Léningrade, 


Leningrad (U. R. S. S.). 


. Journal of the Faculty of Seience, Imperial University of Tokyo, 


Tokyo (Japon). 


. Thèses soutenues devant la Faculté des Sciences de l'Univer- 


sité de Bâle, Basel (Suisse). 


. Bulletin de la section scientifique de l'Académie Roumaine, 


Bucuresti (Roumanie). 


. Annales de la Société Scientifique de Bruxelles, Louvain (Bel- 


gique). 


28. 


29. 


30. 


31. 
32, 


33. 
34. 


35. 


36. 


81. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 
45. 


46. 


47. 
48. 
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Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der 
Bayerischen Akademie der Wissenschaften, München (Alle- 
magne). 

Scripta universitatis atque bibliothecae Hierosolymitanarum, Jeru- 
salem (Palestine). 

Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, Edinburgh 
(Ecosse). 

Archives Néerlandaises exactes et naturelles, Harlem (Hollande). 
Communieations de la Société Mathématique de Kharkow, Khar- 
kow (U. R. S. S). 

Revista Matemätica Hispano-Americana, Madrid (Espagne). 
Koniklijke Akademie van Wetenschappen (publications), Amster- 
dam (Hollande). 

Mitteilungen der Mathematischen Gesellschaft in Hamburg, 
Hamburg (Allemagne). 

Unterrichtsblätter für Mathematik u. Naturwissenschaften, Stutt- 
gart (Allemagne). 

Proceedings of the London Mathematical Society, London (Angle- 
terre). 

Revista de la Academia de Ciencias Exactas, Fisico-Quimicas 
y Naturales, Madrid (Espagne). 

Proceedings of the Philosophical Society, Cambridge (Angle- 
terre). 

Norsk Matematisk Tidsskrift, 

Norsk matematisk Forenings Skrifter, Oslo (Norvège). 

Bulletin de la Classe de Sciences de l’Académie Royale des 
Sciences, Bruxelles (Belgique). 

Mitteilungen des Mathematischen Seminars der Universität Gies- 
sen, Giessen (Allemagne). 

Commentationes Physico-Mathematicae, 

Acta Societatis Scientiarum Fennicae. Helsingfors (Finlande). 
Matematisk Tidsskrift, Copenhague (Dannemark). 

Bulletin de la Société Physico- Mathématique de Kazan, Kazan 
(U. Pech 39! 

Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissenschaften, 
Heidelberg (Allemagne). 

The Tóhoku Mathematical Journal, Sendai (Japon). 
Sitzungsberichte der Naturforscher Gesellschaft bei der Univer- 
sität Tartu, Tartu (Esthonie). 
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49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 
55. 


56. 
57. 


D8. 


59. 


60. 


61. 
62. 


63. 
64. 
65. 
66. 
67. 
68. 
69. 


10. 
11. 


12. 


Berichte über die Verhandlungen der Sáchsischen Akademie der 
Wissenschaften zu Leipzig, Mathematisch-Physische Klasse, Leip- 
zig (Allemagne). 

The Mathematical Gazette, London (Angleterre). 

Proceedings of the Benares Mathematical Society, Benares 
(Indes). 

Annual report of the  Smitsonian Institution, Washington 
(HUASPA: 

Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Edinburgh 
(Ecosse). 

Akademja Górnicza (publications), Kraków. 

Bulletin mathématique de la Société Roumaine des Sciences, 
Bucuresti (Roumanie). 

Mémoires de la Société Royale de Liège, Liège (Belgique). 
Recueil de la Société Mathématique de Moscou, Moskwa 
(U. R. S. S.. 

Journal of Mathematics and Physics, Massachusetts Institute of 
Technology, Cambridge (Mass., U. S. A.). 

Bolletin del Seminario Matemático Argentino, Buenos Aires 
(Argentine). 

Proces verbaux des Séances de la Société des Sciences Phy- 
siques et Naturelles de Bordeaux, Bordeaux (Gigpade; France). 
Studia Mathematica, Lwów. 

Časopis pro pěstováni Matematiky a Fysiky, Praha (Tchécoslo- 
vaquie). 

Mathematica, Cluj (Roumanie). 

Rendiconti del Seminario Matematico e Fisico di Milano, Milano. 
Rendiconti del Seminario Matematico della R. Università di 
Padova, Padova (Italie). 

Bulletin. de Mathématiques et de Physique pures et appliquées 
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